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RESUMO

Esse trabalho analisa o5 aspectlos relacionados  especificagiio, estimagio ¢ inferéneia de modelos econométricos cm que
a varidvel dependente € dicétoma. Scrd mostrado que o modelo linear de probabilidade pode ser estimado usando-se o mélodo dos
minimos quadrados, mas essa (éenica de estimagiio aprescnta dois problemas: uma varidineia do erro heterosceddstica ¢ a possibilidade
de estimativas de probabilidades fora do intervalo entre 0 ¢ £, Os modelos logito ¢ probito serfio considerados como alternativas
vidveis para estimagio de modelos de resposta bindrias. Quando dados nio agrupados sfio usados, os modelos logite ¢ probito sio
nie lincares nos parimetros ¢ exigem um processo iterativo de estimagiio, O método da meixima verossimilhanga ¢ o mais comum

na estimagio desse tipo de modelo.
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BINARY RESPONSE MODELS: SPECIFICATION, ESTIMATE AND INFERENCE

SUMMARY

This paper analyzes aspects of specification, estimation and inference of econometric models with dicholemeous dependent
variable, It will be showed that the linear probabilily model can be estimated by using the least squares method, but this technique
brings up lwo main shortcomings: an heteroscedastic error varianee and the possibility of estimates of probabilities out of the 0 1o
I interval. The logit and probit models, then, will be considered as feasible alternatives of estimation for qualitative response models.
When ungrouped data are used, fogit and probit medels are non-linear in paramecters and must be estimated by interactive process.
Maximum likelihood is a common estimation process used in such cases.
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1 - INTRODUCAO

Algumas varidveis utilizadas em pesquisas
socloecondmicas nao sio observadas de forma conti-
nua. Estas, geralmente, representam respostas bindrias
dos individuos. E dificil, por exemplo, observar a
propensdo de um agricultor a adotar uma inovagio
tecnologica. O que se observa empiricamente € a
decisao de adotar ou nfio a nova técnica. Nesse caso,
a resposta do evento "adogio de tecnologia” & bindria,
do tipo sim ou nido. Os modelos de respostas bindrias
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sdo aqueles em que a varidvel dependente assume
valores discretos, A probahilidade de ocorréncia de
cada resposta bindria, de acordo com este modelo, &
uma fungio de um conjunto de atributos dos individuos
tais como renda, 1dade, sexo, estado civil, etc. Um dos
principais objetivos dos modelos de respostas bindrias,
portanto, ¢ calcular a probabilidade de um ndividue
com um determinado conjunto de atributos tomar uma
decisdo relativa a um evento dado (PINDYCK &
RUBINFELD, 1981).

O presente trabalho objetiva discutir os
aspectos relativos & especificagio, estimagéo e inferén-
cia de modelos econométricos em que a varidvel
dependente representa uma resposta bindria. Serdo
discutidos os modelos: linear de probabilidade, logito
e probito. O modelo linear de probabilidade serd

constderado apenas para efeito de discussio tedrica,
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uma vez yue este método pode gerar estimadores
ineficientes e estimativa de probabilidades fora do
intervalo zero e um. Os modelos logito e probito serdo
apresentados como alternativas vidvels para estimagio
de modelos de respostas bindrias. O presente trabalho
mostrard que o processo de estimagdo utilizado em
modelos de respostas bindrias € geralmente nao linear,
e que o método de mdxima verossimilhanga pode ser
usado para obter estimadores eficientes. Serd também
discutido o caso do modelo logito com dudos agrupa-
dos em que o método dos minimos quadrados ¢ capaz
de produzir estimadores com propriedades estatisticas

desejiveis,

2 - ESPECIFICACAO DE MODELOS DE RES-
POSTAS BINARIAS

Considere inictalmente que uma resposta
bindria ¢ fungdo de um indice latente (nio observado)
que varia de um minimo a um mdximo, passando por
wm nivel timite o qual determina uma mudanga de
qualidade na resposta de um individuo. Considers
também que as variagdes no referido indice s30 uma
fungio dos atrithutos do individuo. Assim, pode-se
concluir que as respostas bindrias dos individuos sdo
uma fungio dos atributos dos mesmos.

Para tlustrar a situagiio acima, considere o
exemplo da adogiio de uma nova tecnologia por parte
de um agricultor. Seja ¥; uma varidvel bindria que
representa a decisdo do /-ésimo agricultor em adotar
uma nova tecnelogia. Para efeito de operacionalizagio
considere Y, igual a 1 quando o agricultor adota a
referida tecnologia ¢ 0 o caso contrdrio. Seja /, um
indice latente que represente a propensio do /-€simo
agricultor em adotar a nova tecnologia. O referido
indice varia de um minimo a um mdximo, passando
por um nivel limite /* o qual determina a mudanca dJe
atitude do agricultor com relagiio 2 adogio da nova
tecnologia. Ou seja:

1, guando 1, > I
0. guando I, < I

Pede-se entio escrever a resposta bindria dos indivi-

duos como uma fungao da varidvel latente 7 da seguin-

Agricudiura em Sdo Paulo, SP, 43(2):19-25, 1996.

te forma:

Yl =f|(1.~) (l)

A propensio dos agricultores em adotar uma
nova tecnologia (), no entanto, é uma varidvel nio
observada empiricamente. Assumindo-se que /,¢ uma
fungio linear dos & atributos dos individuos (X,, X,,

.. Xy), pode-se entdo escrever (1) como segue:

¥ = F X B (2)

onde, para Tobservagdes (f = 7,..., T), y, & um vetor
{T>1) de observacGes da varidvel dependente, x; € um
vetor (KXJ) de varidveis independentes ¢ § ¢ um
vetor (KX 1) de pardmetros a serem estimados. O tipo
de modelo utihizado na estimagio estatistica de (2)
depende da escolha de F. As formas funcionais mais
comuns em aplicagies de modelos de respostas bind-
rias sdo as seguintes (JUDGE et af., 1985):

Modelo de linear probabilidade:

FE/B - X/'p

Modelo Probito:

Fop) - o) - [ 0L e g

Modelo Logito:

Fap-Lap) - —1

onde ®(.) representa a fungio de densidade normal
cumulativa, L(.) representa a fungio logistica cumula-
tiva, e representa a hase do logaritmo natural e = uma
constante com valor aproximado de 3.1416.

O modelo linear de probabilidade assume
que as resposta bindria dos individuos sdo uma fungio
linear do conjunto de atributos dos mesmos. A utiliza-
¢ao de métodos usuais de regressio linear para a
estitmagdo de modelos de respostas bindrias, no entan-
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to, apresenta algumas dificuldades. Duas destas
dificuldades sio: 1) a possibilidade de se obter estima-
tivas de probabilidades fora do intervalo entre zero e
um ¢ 2) a obtengdo de termos de erro ndo homoscedds-
tico (JUDGE et al., 1985; AMEMIYA, [981).

Para ilustrar estas dificuldades pode-se usar
o exemplo da adogio de uma nova tecnologia por parte
de um agncultor. Considere que a decisio de adotar a
nova tecnologia (v;) € uma fungio do mimero de anos
de educagio formal do agricultor (x)), de forma que o
modelo linear de probabilidade possa ser escrito da
sequinte forma:

).f=|30+pl x,.+e‘. (3)

onde fi, e /}, sio os parimetros do modelo e e; o termo
de erro. Considere também, para efeito de ustragio,
que uma determinada amostra de agricultores foi
pesquisada e que a varidvel x; apresentou um valor
minimo (x,,) e valor um médximo (x,,.). A utilizacio
de ohservacdes da varidvel dependente fora da amostra
considerada, tais que x, > x,, oux, < x,,, pode gerar
estimativas de probabilidade maiores do que um ou
menores do que zero, o que ndo tem significado
estatistico. A outra complicagio do modelo linear de
probabilidade é que o termo de erro nio pode ser
considerado  homosceddstico. Considerando-se  a
equagio (3) acima como representando um modelo de
sscolha bindria, y, assume valores 0 ¢ 1 com probabili-
dades de (I - P) e P, respectivamente. Assim, ¢
assume valores (1 - f#, - ey e (- f, - fx) com
probabilidade (/ - P)'e P, respectivamente. A varidn-
cia do erro pode ser dada por:

Var fe,] = E (¢[) - (1 - B, - B, x)° P,
+(-B,- B, x) d-P)

onde Wir representa a variincia e E a esperanga.
Pode-se entio mostrar, de acordo com PINDYCK &
RUBINFELD (1981), que:

Var fe.] - P, (1-P)

Ou seja, quando P; estiver proximo a zero ou um a
variincia do erro serd minima, ¢ quando P; estiver
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proximo a 0.5 a varidncia do erro serd mdxima, A
variincia do erro, portanto, depende de P, o que
significa que o erro aleatdrio & heterosceddstico. De
acordo com GREENE (1993), o problema da heteros-
cedasticidade no modelo linear de probabilidade &
menor ¢ pode ser contornado aplicando-se o método
dos Minimos Quadrados Generalizados Factiveis
(Feasible Generalized Least Squares). O grande
problema € gue nio se pode garantir previsdes de
probabilidades restritas ao intervalo de zero a um. A
figura | é uma representacio grifica de um modelo
linear de probabilidade. De acordo com o referido
exemplo, para valores de x que tornem o indice latente
I menor que -3 ou maior do que 3, o modelo linesr de
probabilidade produzird estimativas de P, fora do
intervalo entre 0 e 1.

Sendo o malor problema do modelo linear a
possibilidade de estimativas de probabilidade fora do
intervalo entre O e 1, € natural que se procure modelos
que produzam estimativas de probabilidade dentro
desse intervalo, A solugie Sbvia € transformar o
modelo original de forma que as estimativas de proba-
bilidade estejam restritas ao intervalo entre O & 1 para
qualquer x,. Essa transformagio deve ser tal que um
aumento (diminuigao) na probabilidade de um determi-
nado evento hindrio ocorrer deve estar associado a um
aumente (diminui¢do) nos valores das varidveis
explicativas. Ou seja, deve-se assumir uma transfor-
macgido monotonica (PINDYCK & RUBINFELD,
1981). Os modelos probito ¢ logito permitem essa
transformacao.

O modelo probito € baseado na fungao de
distribui¢io normal cumulativa, a qual possibilita uma
transformagio no modelo garantindo que, para
qualquer x, as estimativas de probabilidade estejam no
intervalo entre zero e um. Assim, a probabilidade do
evento qualitativo ocorrer tende a 0 quando [, decresce
para - =, ¢ tende a { quando I, cresce para + =. O
modelo logito € baseado na fungio de probabilidade
logistica cumulativa, a qual garante que as estimativas
de prohahilidade cairdo dentro do intervalo entre zero
e um. Da mesma forma que o probito, a probabilidade
de um evento qualitativo ocorrer no modelo logito
tende a zero quando J; decresce para - =, ¢ tende a um
quando f; cresce para + =. A figura 2 € uma repre-
sentagao grifica das fungdes de probabilidade normal
cumulativa e logistica cumulativa, mostrando que, para
ambas as distribuigfies, a inclinagio da curva € maior
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it

normal cumulativa (probita)

,,,,,,,,,,,,, logistica cumulativa (logito)

FIGURA 2 - Representagio Grifica das Fungdes de Probabilidade Normal Cumulativa e Logistica Cumulativa,

Agricultura em Sdo Paulo, SP, 43(2):19-25, 1996.
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quando P; estd préximo a 0.5, e € menor para valores
de P, préximos a 0 ou 1. Em termos de modelo de
regressio isso significa que mudangas na varidvel
dependente préximas ao ponto médio da distribuigio
terdo um impacto maior em P; do que as mudangas
préximas aos extremos da distribuigdo (PINDYCK &
RUBINFELD, 1981).

3 . ESTIMACAO DE MODELOS DE RESPOSTAS
BINARIAS

O método de estimacio utifizado em mode-
los de respostas bindrias depende de os dados coleta-
dos na amostra estarem ou ndo agrupados. No caso de
dados agrupados o método dos minimos quadrados
pode ser utilizado. Para ilustrar o referido caso
considere o exemplo anterior da adogdo de uma nova
tecnologia por parte de um agricultor. Suponha, por
exemplo, que a amostra pesquisada é constituida de T
grupos, ¢ que em cada grupo existem n individuos,
dentre os quais r adotaram a nova tecnologia. Uma
estimativa de probabilidade de adogio da nova tecnolo-
gia para cada grupo serd:

F.
nl‘
O modelo logito com dados agrupados, portanto, pode

ser especificado da seguinte forma:

r/n,
g =
wF Eitnn )

,
log -+ —— - B+ B, X+ &

A equagdo (4) € linear em parimetros e pode ser
estimada pelo método dos minimos quadrados. Os
parimetros estimados sio consistentes {PINDYCK &
RUBINFELD, 1981).

No caso da utilizagio de observagdes
individuais, o método mais comum de estimagao dos
modelos probito e logito é o de méxima verossimilhan-
ca. O método da mixima verossimilhanga objetiva
estimar parimetros que maximizem a probabilidade de
uma determinada amostra perfencer a uma populagio
dada. Considerando-se (¥, ¥a, --» ¥.), a8 observagdes
de uma amostra aleatéria normalmente distribuida, e
(p(v), p(ys), ... ., p(n)] as respectivas probabilidades
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associadas & distribuicio normal, a fungio de médxima
verossimilhanga (L) € dada por:

L-P ()P0 Py,)

Os estimadores de médxima verossimithanga de um
modelo linear do tipo ¥:=%/B+€,  podem ser obtidos
da expressio:

L-11-4

=t 2o

~ e [# (- %/ ﬂ)’}
pela derivada parcial de L com relagio ao respectivo
parimetro.

Para ilustrar este método considere o exem-
plo da adogio de uma nova tecnologia por agriculto-
res. Seja P, a probabilidade de um determinado agri-
cultor adotar uma nova tecnologia, ¢ Y, a varndvel
dbservada que assume valores 1 quando o agricultor
adotar a referida tecnologia, e 0 caso contrdrio. O
objetivo do processo de estimagdo € encontrar parime-
tros que maximizem a probabilidade de o padrio de
escolha da amostra ter ocorrido na populagio. Assim,
assumindo que Y, € obtido de uma distribuigio bino-
mial, a fungiio de verossimilhanga (1) pode ser escrita
da seguinte forma:

L-P (YJJ-P(,V;)--"P (_V_.‘) =
] T
H; PII a-p)

-ty 1

()

onde 1,6 o nimero de vezes em que o agricultor adota
a referida tecnologia. Considerando F{x;f) a forma
funcional do modelo de resposta bindria, pode-se
escrever a funcio de verossimilhanga da seguinte

forma (GREENE, 1993):

L-T[ [F 8 [I-Fa'pg™ (6)

1=1

Tirando-se o logaritmo natural de (6) tem-se a fungido
de log-verossimilhanga:
InL =t -
):,: Q)
v, nF (/B) + (1 -y} In (1 - F &'B)]

A obtengio de estimadores para o vetor de pardinetros
/& feita diferenciando-se ¢ com relagdo a cada ele-
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mento de /e 1zualando-se a zero. O processo de esti-
magio & ndo linear ¢ requer uma solugiio iterativa. Og
parimetros obtidos na convergéneia final do processo
iterative 1@m matriz de covariincia assintética dada
pelo inverso da matriz de informacio®. Essas estimati-
vas de varidncia e covariancia permitem a realizacio
de teste de hip6tese dos parimetros e uma andlise da
dimensdo do termo de erro (MADDALA, 1983},

A estimaciio de equagdes do tipo (7) torna-se
simples com a utilizagdo de programas de computador
que trazem algoritmos especificos para a estimacio de
modelos como logito e probito. Um exemplo desses
pacotes estatisticos sfio os programas LINDEP, SAS
e SHAZAM.

4 - INFERENCIA COM MODELOS DE RES-
POSTAS BINARIAS

No modelo linear de probabilidade, os
coefictentes das varidvers explicativas 1em o mesmo
significado que no método dos minimos quadrados. Ou
seja, o coeficiente de uma varidvel explicativa mede
uma mudanca na variivel explicada como resultado de
uma variagdo unitdra na referida varidvel explicativa
ceteris paribus. Nos modelos probito ¢ logito os
coeficientes estimados medem o impacto de cada
varidvel explicativa no indice latente, e niio ng varidvel
explicada (WHITE, [993). O impacto da varidvel
explicativa na varidvel explicada nos modelos logilo e
probito, o qual € denominado efeito marginal, repre-
senta a inclinacio das curvas logistica cumulativa ¢
normal cumulativa, respectivamente, para cada obser-
VGO,

Sejam x, 0 k-ésimo elemento do vetor dJe
vartiveis explicativas X, e /1, 0 k-ésimo elemento de
o eleito marginal para uma determinada varidvel x, &
caleulado como a derivada parcial da fungio de
resposta bindria com relagio a x,, como € mostrado
abaixo (AMEMIYA, 1981).

A matriz de informagio | J(B) | ¢ dada pelo valor negativo da

esperangn das derivadas segundas da fungio e midxima
vemssinillanga com relagiio ans parfunetros a screm cstimados,
da seguinie forma:

](ﬁ): ) dlogL
apap:
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Modelo linear de probabilidade:

g ! =
ax‘* fX; ﬁ) = Bk

Modelo Probito:

a
ax

ik

¢ X'B) -0 BB,

Modelo Logito:

2] Pl
L a','B)= —W Bk
9 Xy (e Py

O efeito marginal para 0 modelo linear de probabilida-
de € o préprie coeficiente 4, como no caso dos mini-
mos quadrados. No caso dos modelos probito e logito,
o efeito marginal ndo ¢ dado diretamente por g, mas
pelas derivadus parciais mostradas acima. O efeito
marginal para uma determinada vartdvel representa
uma mudangu na probabilidade de um dado evento
ocorrer quando o valor da referida varidvel experimen-
ta uma mudanga unitdria.

Parw ilustrar o significado do efeito marginal
pode-se usar o exemplo da adogio de tecnologia por
um agricultor. Considere 0o modelo apresentado na
equagio (3), onde a adogiio de uma nova tecnologiz
por um agnicultor € representada por uma varidvel
bindrta (1 = adogio e 0 = caso contririo), que €
explicada pelo nivel de educugiio, representado pelos
anos de escolaridade do agricultor. O efeito marginal,
nesse cuso, represemta o iumpacto de cada ano de
escolaridade do agricultor na probabilidade da ocor-
réncia de adogio da nova tecnologia. Esse resultado,
portanto, pode ser usado para a previsio da probabili-
dade de um determinado evento ocorrer dado um
conjunto de atributos do individuo.

Outro resultado que pode ser usado para
efeito de inferéncia € a elasticidade da probabilidade
de um determinado evento ocarrer com relagio a um
determinado atributo do individuo. Enquanto o efeito
marginal representa o impacto na probabilidade da
resposta bindria decorrente de uma mudanga unitdria
em x;, a elasticidade representa uma mudanga percen-
tual na probabilidade da resposta bindria como resulta-
do de uma variagio de 1% em x,. A elasticidade,
portanto, permite comparar o efeito relativo de cada

aridvel explicativa na probahilidade de ocorréncia do
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evento bindrio. A elasticidade da probabilidade, assim
como o efeito marginal, varia ao longo das curvas
normal cumulativa e logistica cumulativa assumindo
um valor para cada x,. Pode-se, no entanto, calcular a
elasticidade para um valor médio de x;. A ¢lasticidade
da probahilidade P; com relagdo a x; ¢ calculada no
ponto como segue:

z . oP, . X,
k 3 X, F(JY,: ﬂ)

onde, para o valor médio de x;

i

FER)

oP,
E, -
d xy

onde F(x;p) corresponde & forma funcional a ser
considerada.

5 . CONSIDERACOES FINAIS

O propésito do presente trabalho foi discutir
alguns aspectos relacionados i especificagdo, estima-
¢io e inferéncia de modelos econométricos em que a
varidvel dependente representa uma resposta bindria.
Considerou-se apenas o cas0 em que 4 resposta €
hindria, ou seja, em que o individuo estd diante de

uma situacio com apenas duas opgdes de escolha.
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Existem siluagécs, no entanto, em que a resposta
qualitativa ¢ multinomial. Ou seja, o individuo deve
escolher entre miltiplas opgdes. Seria o caso, por
exemplo, de um agricultor que teria de optar por
uma entre virias inovagdes tecnoldgicas. Nessa
situacio deve-se utilizar modelos de respostas qualita-
tivas modificados tais como logito multinomial ou
prohito multinomial. Uma discussio aprofundada sobre
esse tipo de modelo pode ser encontrada em MADDA-
LA (1983), GREENE (1993) ¢ AMEMIYA (i981).

LITERATURA CITADA

AMEMIYA, Tukeshi. Qualitative response models:
a survey.  Journal of Economic Literature,
California, v.19, p.1493-1536, Dec. 1981,

GREENE, William H. Economelric analysis.  New
York: MacMillan, 1993.

JUDGE, Georye G. et al. The theory and praclice
of econometrics. New York: Wiley, 1985,
101p.

MADDALA, G.S. Limited dependent and
gualitative variables in econometrics.  Madison:
Cambridge University, 1983,

PINDYCK, Rabert S. & RUBINFELD,
D. Eeconometric models and economic fore-
casts.  New York: MucGraw-Hill, 1981.

WHITE, K. SAHAZAM User's reference manual:
version 7.0.  New York: MacGraw-Hiil, 1993,



