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L,;-NORM ESTIMATION OF ARMA MODELS

~ ABSTRACT

“The least absolute de\‘riations‘ (Ly-norm) estimator for tl‘v:_e. parameters of a stationary

~and in\}ertible ‘autoregressive - moving average model is considered It is shown to be .

.strongly consistent via a recent result on statxst:ca.l estimators that minimize a non differ- |

entiable functnon, based on nonsmooth a.nalyms Asy mptot:c dlstnbutlon is a]so dlscussed '

,Fmally, a review of the ava.tlable algonthms and a Monte Carlo study are presented.

Keywords time series a.nalysxs ARMA models; L;j-norm estxmatlon consxstency infinite

vana.nce, non-dn‘ferentlabﬂxt non- convexxty, non-linearity.
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RESUMO

'Considera-se o estimador de mﬂﬁmoé deévios absolutos (estimador L,) para os ;;arﬁ-
metros de um modelo auto-regressivo e de médias méveis. Mostra-se que ele é consis-
‘tente por meio de um resultado recente sobre estimadores qhe minimizam uma fungéo néo
diferencidvel. Discute-se também a distribuigéo assintética. Fiﬁalmente, apresénta-se uma

revisio dos algoritmos disponiveis € um estudo de Monte Carlo.

. Palavras chave: anélise de séries temporais; modelos ARMA; estimagéo L;; consisténcia;

varidncia infinita; nao diferenciabilidade; nao convexidade; néo linearidade. -




| CAPITULO 1
L INTRODUCAO

Nos ultxmos doxs ou trés seculos o problema de ajustar modelos aum conJunto de )

observaqoes mlmmxzando somas de resxduos do tlpo

para p = 1,2,3,... ﬁxadb, tem sido freq.ﬁentémente‘dviscutido. Cada valor de p define um |
método ou critério de aJustamento conhe<:1do por &stlmaqao L,. Ta.ls metodos foram ini- -
'almente usados em problemas de a.stronorma e geode51a, mas, atualmente, sio largamente _
1“ pregados em outras dreas, como a econometna Embora a estimagdo L, tenha sido de- |
8¢ volvxda tendo em vista o problema de agustamento -de modelos lmeares — xmcxalmente

penas uma linha reta — a um conjunto de observagoes nas iltimas duas décadas outros
Imodelos, como os auto—regresswos, passara.m a ser consxderados Neste trabalho cons:de- :

amo< a estlmagao L, no caso de um modelo nio lmear a saber, o modelo auto- regresswo

de médias méveis (ARMA), de grande 1mportanc1a na a.nalxse de séries temporms
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1.1. DESENVOLVIMENTO HISTORICO A

A leguxr apresentamos resumidamente o desenvolv:mento da estimagio L; no contexto
mais geral da estxmaqao L,,

Ruggero Gmseppe Boscovich, um abade xtallano de extraqao croata, estuda.ndo a

medigio “de um arco de meridiano proxxmo ‘de Roma , para corngxr o mapa do Estado
Papa propos pela primeira vez dois critérios para aJustar uma lmha reta y = a 4 br
‘a2 um conJunto de obser\agoes 'a) as somas dos resxduos posxtxvos e negatxvos devenam
ser numericamente i iguais, o que equivale a exigir que a reta ajustada pa.sse pelo centréide
(z,9); 'b) a soma dos va]ores absolutos dos residuos deveria ser mxmma (Boscov:ch 1757; |
Harter, 1974) 'O préprio Boscovxch(1760) esboqou um método geometrxco para resolver
este problema, enquanto Laplace(1793) propos um método analitico.

' Pierre Simon Laplace(1786) propds o critério de mxmxmzar o desvio absoluto
méximo pgra o m&smo problcma. Esse principio minimax- também é creditado a Leon-
hard Euler(1749). |

~ Carl Friedrich Gauss foi o primeiro a utilizar na estimagio de modelos lineares o
critério de minimizar a soma de quadrados dos residuos, desde 1795 (Gauss, 1806), em-
bora tenha sido Adrien Marie Legendre(1805) o primeiro a publicar o principio de minimos
qﬁadrados. O uso dd método de minimos quadrados generalizou-se rapidamente, suplan-
tando os outros métodos. Uma das razdes foi a facilidade dos célculos. Outra foi que ele
segue naturalment‘e‘da distribuigao normal (Gauss, 1809), cujo uso também se generalizou
Além disso, embora o melhor método dependa da distribuigao dos erros quando o tamanho
da amostra ¢é pequeno, o método de minimos quadrados é assintoticamente melhor para
qﬁalquer diStribﬁi@o desde que assintoticamente a média seja normalmente distribuida,
‘c‘omo mostrado ﬁor Laplace(1812) e outros

o Quarjdo 0s désvios_ sio tomados em relagio & mediana, a0 invés da média, metade
deles é positiva e metade negativé (Delambre, 1813). Neste caso, a restricio de que as somas

dos desvios positivos e negativos seja igual, exigida por Boscovich e Laplace, é removida. De
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fato, “a soma de quadrados dos desvios é e um mxmmo quando tomados em relacao & média
aritmética, enquanto qu¢ 2 soma de desvios absolutos ¢ um minimo qua.ndo tomados em
relagao a mcaiana”, comd mostrado por Gustav Theo'dorfFechner(1874); Edgeworth(1887) -
removeu essa restrigao e discutiu as vgntége'ns do métoﬂo de"m{niﬁxos desvios absolﬁtos’ em
relagéo ao método de minimos quadrados. 'I\xrr;er(i_|887) mdé_tf’ou que o algdri‘tmo dé Edge
' wortﬁ podia permitir solugoes nio unicas, mas, Edgeworth(lSSS) mostrou como tratar ésse
problema. Uma parte significativa da discussao sobre os métodos de minimos quadrados
" e de minimos desvios absolutos recaiu na discussao sobre o uso da medxa aritmética ou da
medmna que por sua vez esta ligada & questao da existéncia de valores estranhos (outliers)
entre as observax;oa Como mostrado por Maunce Fréchet(1935), na maioria dos casos
& média é mais precxsa, como no caso de dxstnbuxgao normal, mas, em a]guns casos a
mediana deve ser preferida. L

Técnicas parﬁya estixrnagfiov dds bpzirém‘etrosa ae um"m’odeld d;a regieéséo linear mi-
nimizando a soma de desvios absolutos dos residuos foram propostas por Rhodes(1930)
e Smgleton(1940) A despeito de todos esses trabalhos, o método de desvios absolutos

m1mmos nunca despertou muita atengao” (Taylor, 1974) até Charnes, Cooper e Fergu- v

son(1955), que demonstraram que esse problema podena ser resolndo usando-se as tecmcas

de programagao linear. Karst(1958) e V\’agner(1959) trabalharam na mesma linha. -

Desde entao, muitos autores tém-se dedicado a0 estudo do método de desvios
abédlutos minimos para estimar parametros de regreésﬁo ’linea: | Vejam-se Bloomfield e
Stexger(1983), D:c.man e Pfaffenberger(1982). Dielman(1984), Gentle(1977), Harter(1974)
Narula e Wellington(1982), Sp051to Smith e McCormlck(1978) Ta)lor(1974) Algorltmos
-cada vez mais eficientes foram apresentados por Amem1ya(1982), Armstrong e Home( 1976
1977), Armstrong e Kung(1978), Armstrong, Frome e Kung(1979), Barrodale e Roberts
(_1973, 1977), Bloomfield e Steiger(1983), McCorrmck e Sposxto(1975), Narula e Welling-
ton(19?7a, ‘1977b, 1984), Sadovsky(1974), Schlossmacher(1973), Sposito, Kennedy e Gen-
tle(1977), Sposito(1976). As propriedades do estimador foram estudadas por Gentle,
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Kcnnédy e Sposito(i977) e sua ’convergéncia foi wtudﬁg por Ba'ssct.e Koépké;(lQ'IB),
Rosenberg e Karlson(1977), B‘a.let-lLawrence(1975). Desenvolvimentos récentes fo.ra'm apre- |
sentados na Conferéncia Internacional sobre Anélise vde‘ Dados Estat;sti_c-:bsv'Bvaseadt; hé.
;:Norma L, e Métodos Relacionados, acontécida em Neuchatel, Suigé, erx; 198’7>(‘Dbd‘»g‘c,‘
2987 . | _ . | o v
: O problema de esfimaqao L; em modelos de regressio néo linear foir considérado_
por Oberhofer(1982) e por Dlixpaéové(1987).v | - |
, Fi‘nalfnente, as possibilidades desse método na eStimaqéo dos paréxﬁétros de mode-
los de séries temporais foram discutidas por Cogger(1979). A convergéncia das estimativz;s
‘em modelos auto-regresswos foi estudada por Gross e Stexger(1979), An e Chen(1982) e
por Bloomﬁeld e Stexger(1983) ‘
A contribuigao do presente traba.lhé consxste na extensao de alguns resultados

obtidos em modelos auto-regres_sxvos pa.ra O caso mais geral de modelos ARMA
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1.2. ESTIMACAO L, E DISTRIBUICAO DOS ERROS

Uma das suposigbes mais usuais em niodelos de séries temporais é a de qué (]

erros do modelo tenham sido gerados por uma dxstrnbmgao com vanancxa ﬁmta Na ver-
dade, boa parte da teoria classica de séries temporms baseia-se nessa supos:gao (ver, por

exemplo, Anderson, 1970, e Grenander e Rosenblat, 1957). Entreta.nto, a.lguns autores

tém mostrado que a variancia infinita é mais realista em alguns contextos econdmicos
(Granger e Orr, 1972; Mandelbrot 1963 e 1967, Nyquist 1983). >A titulo de ilustracao,
consideremos o exemplo da variagao de prego da batata no Estado de Sao Paulo, que é
considerado especu]at:vo Tomemos o preqo médio mensal de venda de batata lisa especial
no mercado atacadista de Sao Paulo, no penodo de Janexro de 1966 a agosto de 1989, |
levanta.do pelo Instxtuto de Economla Agncola e deﬂacnonado pelo indice geral de Ppregos
(dxspombxhdade mterna) da Fundacéo Getuho Vargas A pnmeu‘a dxferenga (variagao de
prego) tem média 0,2082, ptoxxma de zero. O hxst_ogra.ma mostra certo afastamento em
relagéo & distﬁbuigio normal eqixivalente (ﬁgura 11) Seihélhax_xteniente aos casos apre-
sentados por Mandelbrot(1963), o histograma dos dados é mais pohtiagudo que a normal

correspondente e parece haver valores estranhos ou aberrantes (outhers)

. -" . N .
J .

i o

< S NS N NN |/ R ! R |

1.1 - Afastamento da normalidade da primeira diferenca do preco médio mensal de-
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ﬂacxonado de venda de batata lisa especial no mercado atacadxsta de Sao Paulo,

janeiro de 1966 a agosto de 1989.
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- Como sera visto adumte, qua.ndo os erros do modelo oeguem a d:stnbmgw de

Laplace, o estimador L, ¢ equivalente a0 de méxima verossxmllhanga Entretanto, mesmo

essa dxstnbmgao nao se ajusta 80 caso , da ﬁgura 11 (a estat:stxca de qui- quadrado de

-a;ustamento correspondente € igual a 213, 58), contmua.ndo a aparecer valores estranhos, o
que parece indicar a necessidade de se utxlxza.r uma d:stnbmgao com caudas pesadas para

: ajustar-se a tms _observagoes.
Uma forma de tratar com muitos valores estranhos consiste em permitir que a
varidncia seja infinita, o que signiﬁca uma distribuigao com caudas pesadas (Taylor, 1974).

“A varidncia infinita aparece, por exemplo, quando estamos tratando com dxstnbmgoes

estavexs com expoente caractenstxco a€(0,2. A d:stnbm(;ao normal é estavel com a = 2,

enquanto que a distribuicéo de Cauchy é estével com a = 1 (Feller, 1966, v.2, p.167 e 170).
Uma distribuigao estével com e)tpoente a tem o a-ésimo mbmentﬁ finito (Feller, 1966, v 2
p.215) e assxm, dxstnbu:goes estéveis com a € (0, 2) tém variancia infinita. Portanto,

| questao da variancia mﬁmta tambem esta relacxonada a questao da néo normalidade.

Por outro lado, mdependentement¢ do modelo;': o estimador L, é robusto (no
sentido de resisténcia a valores estyranhOS),' porque, ao”cbntférid ‘do que acontece com o
estlmador L2, ele néo leva em conta o valor de cada erro, mas, seu sinal. Isto s1gmﬁca que
se espera que o e=t1mador L, funcxone melhor do que o L2 quando OS €erros seguem uma

distribuigao com variancia infinita.

| - Para' se obter alguma indicax;éd sobre-a relégﬁo entre a estimagéo L, e"a"'dis-‘
tribuicéo dos erros do mode]o, consideremos o‘caso mais simples em que as observagoes
yi possam ser modeladas por y, IT; + €i,(i = 1,2,...,n), onde os ¢; sejam varidveis -
aleatérias e seja o pardmetro a ser estimado. Neste caso, Rice e White(1964), basea-
},dos em Cramer(1946) e Siddiqui(1962) mostraram que a eficiéncia (no sentido de menor
variancia assintética) da estxmagao L, depende da dlstnbmgao dos erros. O estimador Lo .
(tambem chamado minimax ou de Tcheblsheﬂ" ) é o melhor (no sentido de menor vanancxa)

quando a distribuigao dos erros tem extremos bem definidos, como é o caso.da d:stnbmgao
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uniforme. Por outro lado, o estimador L, é o melhor qumdo a distribui;io dos erros tem

" caudas pesadas, como ¢ o caso , da dxstnbmgao de Cauchy O estimador L; (ou de xmmmos ,

'quadrudos) éo melhor em casos mtermedxanos, como o da dxstnbuxgao normal (Rice e
White, 1964). Essa relaqao entre a eficiencia da est:ma&;ao,L,, e a distribuigdo dos erros
| tyax.nbém aparece €m CBSOs mais gerais quahdo a \estimagﬁb L,é comparada & estimagéo de o
‘méxima vcmssxmxlhanga (Turner, 1960; Nqust 1987). |

Em resumo, hé mdxca&;oes de que em modelos de séries temporaxs o estxmador L,

_parece funcnonar melhor do que o L; em certas situages, como quando OS €rros nao sao .

normms, ou qua.ndo ha valores estranhos, ou quando OS €IToS seguem uma dlstnbungao com

variancia mﬁmta.

1.3. ESTIMACAO L, EM REGRESSAO E AUTO-REGRESSAO
Existe consideravel interesse em saber se as estimativas L,; convergem em algum sentido.
_Sejék ﬁf, o vetor de estimativas Ly, baseadas em n obéervagées, do Vetbr de pardmetros f

de algum modelo dado e consideremos a expressio
’(ﬁ” -8. » (12)

Podémos estuldar a consisténcia das estimétivés, isto ¢, se (1.2) convergeé para ie:o quase:
égrtament.e (consisténcia forte), ou em 1pro'babiliaade;‘(yéoynsisténcia fraéa),'éu em L,. para .
.alguxh é, qtiandb n — oo. Também a cox.wergén‘cia;em d_istribuigéo dé expressiao em (1.2) |
pode ser investigada, partiéulaxmente a conver)géncia’ parva_‘é. ‘d‘istri‘buigiio horma.lQ, |

‘ Nesta Segﬁo apresentamos resultados exiétentes’na lite;atura. péra xfxodelos de

regressao e para processos auto-regressivos.




Ccp; )] " | e o Inir@dugafé Lo B 8
1.3.1. Estima§io L; em V'Anto-regres'sio com Variancia Inﬂ'n‘ita |
Neste caso, Kanter e Steiger(1974) e Hannan e Kan_iér(1977)'mostraram‘que, 8C Of er-
ros tiverem distri.buiqﬁlo siniéfr’icé ﬁo dom:'nib (‘ie"at‘fagwﬁo de um;i’ lei estével de indice |
a € (0,2), entdo, 'para p=2, :a coﬁvergéncia (1.2) vale quase certamchtc e em probabili- :
dade, para ciua]qucr 6 <1/a. | | | | :

’ Yohai e Maronna( 1977) mostraram ‘que se OS erros txverem distribuigao s:metnca
nao concentrada naorigem e se valer E(log™ |a,]) € 0o, onde {a;} éo termo de erro, entao,

nd/ 2(3 — B) serd hmltada em probablhdade Além dxsso, se E(a,z) < o0, entao,
/2B, - ) 2 N(o,,W), B ¢ %)

Jsto é, ela converge em dlstrlbmgao para uma. norrnal multxvanada onde a matriz de

covar:ancxa W depende de B, mas, nao da dxstnbmgao do erro.

1.3.2. ‘Estim‘agio Ly em Regressao Linear
Para regressio linear, Balet-Lawrence(1975) mostrou que, num espago péramétrico' com-

pacto, e sob fortes condigdes de r_egﬁlaridade, as estimativas L, sdo consistentes, isto é,
2P - S
(Bn—B)—0 AR ' ' (1.4)

‘e,paral <p< 2, a ‘expresséb e;h (1;2) cdﬁverge ém distribuigio .'para a normal.
| Para estimativas L,, Rosenberg e Carlson(l.977) mostraram que, s¢ os erros tive- -
r_crn‘ distribuigép simétrica, entéo, (ﬁé, — B) terd distribuigao amostral aproximada normal | |
com média zero e matrfz de covariincia X’(X ‘X)~?, onde X ¢é a matriz de varidveis ex-
‘ :plicativas eX/néa variﬁnéia da medié.na de ﬁma a'mostra.de témanho n da distribuigéo
" dos erros. | | | |
Basset e Koenker(1978) mostraram que, se OS erros txverem dxstnbuxgao contmua

- !
com densidade f contmua e positiva na med:ana e se limn lx X = Q, uma matriz
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positiva definida, entéo, | - o ‘ |
o l/Z(pl ) ___’ N(o ID,Q-’), . . B o (1,5)

‘quando n — oc, onde w? éa vana.ncxa assmtotlca da meduma amostral, 1sto é

= [2 f(O))*. o |
Boomfield e Stexgcr(1983) mostraram que, se as vanavels forem 1ntegrave1s eseos "

erros tiverem mediana 1inica nula entao

quando n — oco. Além disso, se a matriz C dos segundos momentos de X for positiva
definida, se a varidvel depéndente tiver densidade f continua e positiva na mediana (iinica

‘e nula), e se a amostra for estaciondria e ergodica, entao,

2REL - 2 NOCT R IOD. D)

1.3.3. Estimacao L, em Auto-régx;es§5§ covnvl Variét;ci# Iﬁﬁﬁit‘a |
‘Ngste. caso, Gros; e Steiger(1979) mostrara'fn que, se 0s erroé tiverem mediana tnica nula
e fnédia ﬁnita, entao, - o - : L 7 _
| (Bu-B)—0 ge R ¢
quando n — oo. o
An e Chen( 198‘7) mostraram que, se‘osverros twérem medlana nula e dlstnbmgao
no dormmo de atragao de uma lex estavel de mdme a € (1, 2), entao, a convergéncia de
(1 2) para zero vale em probabxhdade quando n — oo, para qualquer § < 1/a. Além |

dxsso, essa convergencm vale para qualquer 6 < 1 se o erro tiver dlstnbuxgao de Cauchy

centrada na origem.




‘Cap.kl v' | Int;dugiq : v S 10
1.4. OBJETIVOS E PLANO DO TRABALHO | . | |

Nesta introdugao procuramos’ mostiar qug os iequl{ados existentes na literatura a’ugerém
| dgumas situagoes (como nio norrpalidade dos erros do modelo, va]oreé estranhos e erros

kseguir.)do distribuigio com variancia infinita) nas quais o estimador L; pode ser melhor do

que outros da ’cl_asse dos estimadores L, (especialmente o L,) para estimar certos modelos
de s.éries temporais, éomo os auto-regressivos e os ARMA. Tais tesultados sugerem, ainda,
que essas situagoes ocorrem na pratica e sobre isso apresentamos um exemplo brasileiro
em nossa drea de atuagao, a Ecohomia Agn"c'ola (figura 1.1). Uma vez definido o interesse
téérico e pratico do préblemaf, e um modelo no <‘;ual ele ainda nao foi estudado (no caso,
o modelo ARMA, que tem aplicagéeé em areas como a Economia'Agri'cola), podemos
estabeiecer nosso objetivo e o plano de trabalho.

Nosso objetivo € estabelecer algumas propriedadés do estimador L, no contexto

do modelo auto-regressivo e de médias méveis (ARMA), utilizado na andlise de séries
tempor_a.is, particularmente a COnsisténcia forte das estimativas.. ‘ R
| Pa.ra‘estabgl‘ece_:r.as limitagaes do trabalho e para facili}i.a.r a pesquisa futura sobre
o assunfo, é valido assinalar as principais dificuldades a serem removidaé no estu’dd desse
bfoblema,lque 530 &s séguint,es:
| ‘a) a fungé@o t;bje‘ti\'o nao é‘ diferencidvel;
b) a fungéo.ob;iefi\'o nao é linear nos pérémetros';
c) a fungao objetivo r:150 é convexa no espaéo paramétrico;
d) a variancia dos erros pode ser in.ﬁnit.a.;‘ |
“e) o estimador néo pode ser escrito de fdma explicita. ‘
‘ A nio convexidade da funcao ob;ietivo impede que utilizemoé técnicas de demons-
tfaq&o analogas 'as deAGrosjs 'e~Steiger(1979) t':'de Ane Chen(1982). A dificuldade em
escrever o estimador de _férma éx’pli'cita impede que utilizemos técnicas de demonstragéo |

semelhantes as de ‘Basset e Koenker(1978), por exemplo. A nao linearidade, a néo diferen-
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cinbilidadc ea nio convexidade da fun;éo ijetii'o 1ev;raﬁ1;nos a utilizé.r técni‘cas baseadaé‘
~ na anilise de fungoes nao dlferencmvexs (Rockafellar, 1980, 1981 e 1983 Clarke, 1983; Eke-
" land e Turnbull, 1983). |

No capltulo 2 apresentamos um resultado de consxstenc:a forte das’ estlmatwas No |
capxtulo 3 apresentamos algoritmos que podem ser utxhzados no trabalho computacxona]

de estimagao. Finalmente, no cap:tulo 4 apresentamos um estudo de Monte Carlo e no

capxtulo 5 as conclusoes e recomendaqoes




'CAPITULO 2

CONSISTENCIA E OUTRAS PROPRIEDADES |

Neste capitulo caracterizamos a estimagao L dos périmetros de uma série tempo-
ral gerada por um'procéSso ARM_A. Apresentamos ‘um'_resultado de consisténcia forte das
_~e$tixhatiiras baseado em Dupatovd e Wets(1988). Pérachegax? a tal, mostramos algumas

propriedades dos residuos, da funcio objetivo e do espaco par'a'xnét'rico. |
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2. SERIES TEMPORAIS E MODELOSVAR\MA :

Seja (', A, P! ) um espaqo de probab1hdade, («, A) (ﬂ.,A ) espagos mensuraveis ¢ T .

um conjunto arbitrério (usualmente Téo conjunto dos nimeros mtexros) Suponhamos ,

que 1 =9, seja a reta real e que A= A, scja a sxgma-a.lgebra de Borel na reta. Seja
a:={a(w),teT,we Q'}f o - o (21)

um proceéso‘estocéstico em (Q" A, P') com espago de estados .(QC,A ) e conjunto de |

indices T. Para cada t € T a¢(w) é uma vanavel a.leatona A suposicao a segu:r valerd

daqui por dxante mMesmo sem mengao exphcxta

Suposigéo' 2.1. O processo estocdstico definido em (2.1) tem mediana unica nula
med(a,) = 0,'qualquer que sejat € T, ben?_l;como varidncia constante, ainda que ndo
necessariamente finita, isto é, Var(a;) = o2, qué.kjuer que sejat € T. Além disso, as

variaveis aleatdrias a; sdo independentes e identicamente distribuidas. -

-0 proces‘so estocastlco deﬁmdo em (2. 1), com a suposngao 2.1 satxsfelta é chamado
processo de ruido, ou 51mplesmente ruido. | | B
Seja . R ‘
| 2 = {.'z,(w),é e. Twe®) (22)

um processo estocdstico em (§2', A' P' ) com espago  de estados (2, 4) e conJunto de 1nd1ces |

T A 'suposigao a seguir valcra daqux por diante, exceto onde for e).plmtado em contrdno

uposigéo 2.2. O processo estocdstico z definido em (2.2) foi gerado a pé.rtir do pfocessb
e ruido definido em (2.1) por meio de um modelo auto—regressivo e de médias mdveis de

rdens p e q, abreviadamente ARMA(p,q), isto €,
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pa.rawE MeteT,eonde

#(B) = 1- B .. : - 4B

€ um operador auto-regressivo de ordem p.,
 8(B):=1-6,B—.., —,B"
é um opcrédor de médias moveis de brdem q've Bé o operador de atraso tal que :

B z,(w) = z,...;(w). )

'Os modelos de equagbdes de dxferengas estocastlcas conhecndos como modelos
ARMA formam uma classe geral de modelos para séries temporals mtroduz:da por Yu-
le(1927) e Slutsk\ (1937) e popularizados por Box e Jenklns(1976)

Denotemos o espago paramétrico do modelo em (2.3)porTeo vetor de parametros
‘do modelo por ' = (¢' #'), onde ¢ ¢ = (¢ @) €0=(6.. .6,), com BeTYCRM
Deno'temos,'tambéfn, ¢ = (B o2). _As vézes, a éeg‘tﬁgte.ndfagao é atil:

#(B)=4¢(B)-1

o (B)=05)-1

éj _4.”-0,-, (] = 1,2,;”’q).
No processo estocéstico definido em (2.1), fixando-se w € &', obtemos uma trajetéria ou

realizagao do processo de ruido, chamada 'sén'e'de ruido:

'a(w) {a,(w),teT}_{a,,teT},, S '(2.'4")
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para cade w € ' fixado. Analogamenfe, n(‘,"processo estochstico definido em (2.2), fixando-

‘se w € £, obtemos umia trajetéria ou realiza¢io do processo, chamada série temporal:

W)= {z@)teT)={z,teT), (28
para cada w € Q' fixado.. - o RETRTR YRR ‘
Sob certas condigdes (Box e Jenkins, 1976),' a série teinporal.cm (2.5) pode ser

represcntada como a saida de um filtro linear ¥/(B), cuja entrada ¢ a série de ruido:

z,:;[;(B)»a(, : N : o (2;6) .
onde . B
Y(B):= ) ¢, B,
S r=0 o

com Y = 1.

Do mesmo modo, sob certas condigdes podemos escrever:

#(B) zi=ay, - o | - (27)
onde :
' S oo - 00
W(B) = 1 - E 7l'rB‘r = E irBr,

' . =1 r=0 '
comFp=mp=1e %= -7, (r=12,...).

Os pesos t» e 7 dependem de f e devem satisfazer a algumas condigdes, como
sera mostrado a seguir. Estamos especialmente interessados em encontrar condigoes sobre
os parametros B e sobre o ruido a; que assegurem o que se chama estacionariedade e
inversibilidade (Box e Jenkins, 1976). Na teoria classica de séries temporais (ver Anderson,

N : : ' 2 ' - . . .
1970, ou Grenander e Rosenblat, 1957), supomos que as raizes das equagdes polinomiais

R o : N
$x)=) diz' =0 | (28)

=0

=g ly=0 e

§=0
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caiam fora do c1rculo unitério e que E(a’) < o0 Entretanto, tem se mostrado que a.lguns

fendmenos, como €0 caso de certas variaveis economxcas, B30 mais bem modelados por

processos com variancia infinita (Mandelbrot, 1963 e 1967; G_ranger eOrr, 1972, Gross e
Steiger, 1979). Para um processo auto-regressivo puro, Yohai e Maronna(1977) mudaram xi
condxqao de variancia finita para uma mais geral a saber, E‘(log+ |a,|) < oo. Esta condigao

vale também para processos ARMA como sera mostrado no teorema que segue

polinomiais (2.8) e (2.9) caiam fora do circulo unitdrio. Entéo,

a) O processo de ruido ter distribuicao simétrica satfsfazéndo |

Elloglady<oo, (210)

onde log -z denota max{O log :r}, é condigio suﬁcxente para que as séries tl:(B)at e r(B)z, :
dadas em (2.6) e (2 7) convzrjam quase certamente,

b) Se estas séries convergxrcm quase certa.mcnte, existird um processo estaciondrio
e in;versi'vel,. quase certamente unico, satisfazéndo (2.3): |
Prova.

Podemos estudar a estacionariedéde no prbcesso
$(B)zy =€, - (211

onde ¢; = é(B)b; ¢ um processo MA(q) estacionario (Box e Jenkins, 1976, p.67), e a
inversibilidade no processo

wy = 6(13) a;, | - (212)
onde wy = ¢(B)z, ¢ um processo inv ersxve] (Box e Jenkins, 1976, p.54), porque a condx(;ao

de inversibilidade é independente da condigao de estacionariedade (Box e Jcnkms, 1976,

p.50).

Teorema 2.3. Suponhamos que valham as supbsigéés 2.1e22e qué as raizes das equagaes S
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Iniciemos a demonstragao pela parte (b), supondo que d»(B )a; e w(B)z, convirjam

- quase certamente
Para estudar & estacionariedade, usamos (2.11) recursxvamente, obtendo apos m:

substituigoes:

f z‘=Z¢:(m)z,_...-.-+Ea,e,_,, )

=1 r=0
'onkde:
60 = 1,
6r —¢1(r—1)— Z¢. r—is (r--l 2 2 . (214)
. Ti=l
com H = min{p,r}, e .
é:(m) = ¢:+l(m‘:'f, 1) - $l¢;(m - 1), (2 = 1,2,... 7p)a : _ (2'15)

com ¢;+',(m) =0, paratodom.

Para simplificar a demoﬂnstxfag'léb vamos supor' que a equagao qS(z) = 0 néo tenha
raizes muiltiplas. O resultado tamﬁém“é vélido no caso de raizes miltiplas, fazendo-se
anumas modificagbes nas provas '(ve4r, A'n.d_c-:rson,.1971, p.172 e 249). Sejam T1,T2,... ,‘x,‘, :
tais raizes. Entéo, para ¢, # 0, R |

é(z) = Zw = H(l - :.r/:r ). IR (2‘.16). i
=0 i=1 . 4 -,
or hipStese essas raizes caem fora do ci'rculo unitérid, isto é, |z;| > i, (1= 1,2, ... ,pj.
Seja {5,.,r > 0} uma seqiiéncia tal que | |

Z(a.-z")-’ Z&,z —6(1) e

=0 -

De (2. 16) e (2. 17) obtemos |

| Za,z _H(l_z/z,)r Semy. e

l-—l . i=135=0
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_As séries 2 (z/z.) (: = 1 2 Py eonvergem se |:/z.| <1 para ‘cada i. Entdo, -

elas convergem se |z] < min |z,] e, pelo teorema de Abel (Honig, 1971, p. 49), para qua.lquer
"z tal que |r| < min |z elas convergem absolutamente '
Podemos mostrar que os §, em (2 13) eem (2 17) 880 os mesmos (Anderson, 1971 y

p. 169) ‘Entéo,a pnmexra soma do lado direito de (2.13) converge para. zero quando m — 0o ,A

e, portanto, ¢ (m) convcrge para zero para cada i
Segue-se dxretamente que a convergencxa de Y(B )a, é eqmvalente a convergencxa
de 6(B)ey.
Agora, vamos mostrar que existe umavs,e.qﬁéncia’estacioz‘léria que satisfaz (2.11).
Seja 2, tai-que | : " _ ,
Z = Zétet—r, o (209)
_ onde 6(B) seja comergente, isto e, {z;,t €T} seja gerada por um processo estacmnano

Usando (2. 19) e depoxs (2 14), obtemos:

¢(B)zf Z ¢| Z 6ret—t-r :

i=0 r—O 2

=€ +Z6ret -r +Z¢326 et-a—J

l—l J=0

= Ct‘+ 2(5 + z¢ 6r—t)et—r -

ai}de H évcomo em (2.14)."

- Logo, a seqiiéncia {zy,1 € T} é uma solugio cstaéionéria de (2.11) e, portapto,vde
(2.3). o
5 Por outro lado Se {z¢ ,t € T} for uma seqﬁencna estacxonar:a que satlsfaga (2. 11),
ntao a pnmexra soma em (2.13) convergiré para zero quase certamente, de modo que a

egunda soma devera con\'ergxr quase certamente.




Cep. £ _ "'.Conbsis'tc‘ncia ¢ Oﬁim Proﬁricdadc.é ‘ SRR 19

forma que em (2. 13) escrevemos

r—O

: 'y adequados

miais (2. 8) (2.9) calam fora do c1rculo umtarlo, a convergencxa quase certa de 6(B)€g e

:de 7(B)wy, ou, equwa]entemente, de y(B)ay e de 7r(B)z,, é necessdria e suficiente para a

pela convergéncia em probabxlldade (Yohai e Maronna, 1977)

A ﬁm de provar a convergencxa em probabllxdade, consxderemos

‘/’(B)at= 5(B)€t‘

= §(B)B(B)a;

=SS bfenn, e @22)

onde H = min{g,r}. I'gualémdo os coeﬁciehtes bde’a, em (2.22’) obtemos

Quanto 3 m\ ersxbxhdade, LY prova da pa.rte (b) ¢ mtenra.mente ma]oga Da mesma :

ag = Zo (m) al-m—; + 271' Wy, ' (221)

onde a pnmexra soma converge para zero qua.ndo m— 0o, bem como 0'(m) para cada 3 '

A convergéncia de r(B )z¢ ou de W(B)Z‘ € equivalente & convergencm de v(B )w, para pesos .

Em resumo, provamos que, sob a suposu;ao de que as raizes das equagoes polino- -

“existéncia de uma solugao estacionaria e mverswel de (2. 3) A umcxdade da solugéo é dada

26,_,9,,(r_01 ) )
o oo
E';xtéo, -
Z\!rat—r— 225,-_10 a,_, ‘
=0 K 7—01—-0

_Z.s 20 a._,_J Z Z 60 a,_,_,; . "“(2.24)};-;

=0 j=0 J=1 r-m-)-H
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Agora, seja £ > 0 qualquer. Entéo, usando (2.24) e (2.13),
o6 Wl (] ' ‘ Y
P(|Z| Zd’r‘“—rl > 5) P(Izl zsret—r + Z Z by )at-—r-)l > C)

r=0 r=0 J=1 r—m-—J-H
= P(|Z¢ (Mm)zt—pm4i + 2 E 6 6; jag—r—j| > 5)
l—l J=lr=m-—j+1

(2.25)

A primeira soma no lado direito da dltima igualdade em (2.25) converge para zero

quanto m — 0o, uma vez que ¢;(m) vai para zero para cada i. Além disso,
m o 'R m
D sy = Eo Z&,a,_,_, (2.26)
r=0 j=0 r=0 '
‘Esta soma. convergira quando m — oo se e somente se E:—.o 6,-(1(_7-:_1' convergir
para cada (j =0,1,...,9).
Aplicando o critério de Cauchy,

m-—j :
P(| 2 Z brai—r—j| > €)= P[| Z(Z brymgj — Z brar-r-j)| > e] (2.27)
=1 r—m—J-i-l )=1 r-O ‘ r—O ‘
~ converge para zero quando m — oo. |
A prova de que N se
P(la; - Zw,z,_,| > 6)
‘r=0
converge para zero quando m — 00 & exatamente analoga.
Portanto, ‘
2= Ztl’rat-n - (2-28)

r=0

a = Zﬂ’rzt-—r =z - Z“rzt-r S “ (2.29)

r=0 r=1 .

1o sentido de convergéncia em probab111dade Isso completa a prova da parte (b).

Para demonstrar a parte (a), veJamos que a solugao geral da equagao de diferencas

homogénea

$(B)z=0 | ' | (2.30)
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¢ dada por , | ‘
,_Zk :c,,(r-O .., (2.31)

=]

‘onde os k;’s dependem de ¢ € T1,T2,..., T, 580 &S raizes de ¢(x) = 0 (Fuller, 1976, p.4i-45).
~ Logo, ﬁ | |

L&re(_r = Z(Zk T )(ZG a,_,_J)

r=0 =1 J—O

= > 0a) ki) alan o @3)
C a=t—g i=1  r=0 o o | ,

Para mostrar que (2 32) converge ¢ suﬁcnente mostrar que a série Y o, |a,.||z: |
coﬂverge quase certamente para todo lz] < 1. Conforme Yoha: e Maronna(1977), isso |
acontecera se o processo de ruido txver distribuigdo simétrica e satxsﬁzer (2:10).

Quanto & inversibilidade, do mesmo modo que na estacxonanedade, a soluga.o geral «-

da equagao de diferencas homogénea
" §(B)a, =0 | (2.33)
dada por .
g : ,
Vr = Zgg v, (r=01,...), ' - (2.34)
.=l .

nde os g;'s depyelndem de 6 e y;,y2....,y, SBO as raizes de 9(y) =

Logo, -

}:%w:—r—g(;y.y. io ai-r-j)

E 0(—0 th Zyr Qs—r. | (235) :

a=t—q i=1 r=0
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Mostrar que (2.35) oonverge é exata.mente analogo a mostrar a2 convcrgcnc:a de

(2 32), que segue de Yohai e Maronna(1977) lsso completa a prova da pa.rte (a)
_ A

A suposigao de que as raizes das equagdes polinomiais (2.8) e (2.9) caiam fov;"ba do
circulo _unitéﬁo delixrﬁta o espago paramétrico T ao qﬁe se chama regiao de estécionariedédé
lje inversibilidade. - | | | |
Seja z um processo estacionario e inversivel para o qual valha a sﬁposigéo 2.2..

Definimos, ehtﬁo, um processo de residuo associado a0 processo estocastico z por
r(b) i= r(b,z) == {ry(w;B),w € V', b€ T}, - (236)

como sendo um processo estoc'éstico"ém‘(Q',A',P’) com espago de estados (Q,,4,). €
conjunto de indices T, gerado a partir do processo z por meio de um modelo ARMA(p,q),

_isto é,. - ; _
o(B) u(w)=d(B) r(w,b), . (237)
" onde b" - (¢,d). “Coﬁlo b€ T, em condigdes ahé]ogas as do teorema 23 po“demoAs escvrév_er. |
ri(w,b) = (B) d(B)'6(B) ¢(B) ar(w)

= (B)a(w), B R X )
~“onde '65 pesos 1 dependem de b e de B, eo proceséé r(b) serd quase certamente Ginico.
. -Nestas condigées, fixadot € T, | ‘ | o
r(B) =a g.c. - EERT . (2.39) ‘

Por outro lado, fixando-se w € Y, obtemos uma trajétéria ou realizagao do j)rO-

_cesso, chamada série de residuo:

r() = {re(w,b),t € T} = {r,(b);teT}, | Y
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para cade w € ' fixado. - | - | o

Uma pwr:mnedadc fundamenta] na construqao do nosso problema éa ergod:cxdade,

dada no lema eez"'umtc

Lema 2.4. Sob &s suposices 2.1 e %) 2 e sob a suposzgao de estaczonanedadc e mvers:b:-
bdade, oS procem ‘o= estocasticos a, z e r(b), deﬁmdos, respectivamente, em (2 1 ), (22) e

(2.36), sdo ergoa:-os.

Prova.

O proces==o de ruido é ergédico porque os a,’s sao independentes e identic@ehte
dlstnbmdos, a-= segue da lei 0-1 de Kolmogorov (Gnedeﬁko 1962, p.1’20).

Como = = estacionario, vale (2.6). Uma vez que a ergodxcxdade é preeervada
quando se to fungoes do processo (Brexman, 1968, p. 119), segue-se que z é ergodxco
Analogamente ~=/0 vale (2 38), o processo de resxduo tambem € ergodico.

A

- Uma cc=s2qiiéncia da estacxonanedade e da ergodxcxdade do processo z é que
' demos estima= = vetor de arémet
‘ pe ros B usando apenas uma trajetéria, 1$to ¢, podemos

oncentrar nossz: atengoes sobre uma série temporal.
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2.2.0 PROBLEMA DE ESTIMAGAO e | |
| B Uma suposxgao natural na estimagio L; ¢ que o processo deﬁmdo em (2 k2) se_)a um processo
L,, isto €, que o
lsdl = / P (dw)
/ |Zt|P(dZt) N

para cada t € T, e onde ||.|| é a norma L,.
' Entao, dado um processo L, definido como em (2.2) e satisfazendo a ‘suposigio
2.2, o problema de estimagdo L; dos parametros do modelo ARMA consiste em encontrar

B € T que minimize a norma L; do processovde :esi'duo definido em (2.36):

B Ilr:(b)ll = Elr(b)|

para cada t € T, isto €, : : B o
Ire(B)l| = inf r®). O (249)
ber DR .

~ Vamos supor qhe ﬁ seja quase certamente o t'mico ponto de mi'nirnO de (2.42).

dado em (2 42) de\e ser aproumado pelo problema de encontrar ﬂ €Y que minimize
E"lri(b)] = ]9 r(BIP"(d=)
=X In®ln - (244)

Nestas condi¢oes, definimos a soma em L; dos residuos amostrais, ou soma de.

‘ d_ésvios absolutos, ou fungio objetivo, como sendo a fungao dada por

. =Elal<oo, R ¢ ¥3))

-/ |r:(b)IP(dz:),. ey

Na pratica, a medlda de probablhdade P é desconhecxda eo problema de estlmagao‘ ]

S®=Tk®hser @4
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e o erro médio em L; do residuo amostral, ou erro médio abéoluto dos ‘desviqs, com sendo

N

a funq-;'ao dada por

) = Sa(b)/m, ber. . (240)
Entao, minimizar (2.44) é equwalente a minimizar (2 45) ou (2 46)

O conjunto de minimizadores ¢ o subconjunto do espago parametnco dado por 7

IU (ﬂ) —argmzn f,,()
= {B, €Y : fu(B, )-mf f..(b)}

= argmin S.,(.) |

=argmin.’E"|r;(b)|._ - | _(2.47)

) problema de estimagao L, dado em (2 44) é equ:valente ao segumte prob]emav
'de otimizagdo : queremos encontrar um vetor b/ = =(cd ) que minimize a fungao objetlvo

(2.45) sujeita vas restrigdes
o(B)z — d(B)re(}) =0, (t=1,2,...,m), ()
‘onde | -
be Y,
r® =@ -
=)
) () 2 0.

Num procésso puramente auto-regressivo os»resi'duos amostrais s3o lineares nos.>
parﬁrnetros-, exceto pelo efeitp de valores iniciais. vEntretanic}, qﬁando hé termos de médias
méveis, os residuos ‘amostréis.sﬁo sempre fungoes n5o lineares dos kp_arémetrosv (de e
enkins, v1»976_, p.232).. Porf;nto, o problema de estimagao L; dos pgrénietros de um

rocesso ARMA ¢ equivalente a um problema de prbgréqna§éo nao linear.
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A convexidade da funcio objetivo dea papel imﬁdrtahfe na solugio de
problemas de programagio nio linear, bem como na demonstragao de propriedades assint6-
ticas né estimagao L, dos pardmetros de regressoes e auto-regressoes (An e Chex_i, 1982;
Bloomfield e Stei'ger, 1983; Gross e Steiger, 1979). Todavia, a nao linearidade dos residuos
_conduz & néo convexidade da fungao objetivo no caso de processos ARMA (Rocka.fellar,

1983 P 369) O caso de um modelo puramente auto-regressivo é considerado na segumte |

proposxgao.‘

Proposigao 2.5. Suponhamos que o processo definido em (2.2) tenha sido gerado por um
processo AR(p) e que se disponham ‘vd_e' n+ p observacdes de uma tra jetéria do processo. _
Entio, se a fungdo objetivo em (2.45) for calculada sobre as n ultimas observagdes, ela serd _

“uma funcéo convexa em Y.

Prova. ' 7
Seja A € [0,1}, b €T ez €Y. Usandoa desigualdade triangular;temos

Sn [,\b +(1 -2 = > I + 1- x)‘x](B);d

=1

= S 1))z + [(1 - A)a)(B)z| |

SAY BBzl + (1= A) Y la(B)zd]
= ASa(8) + (1= X)Su(2) | (2.49)

.e, portanto, Sy, é convexa em Y.

Entretanto, se no lema 2.5 as n + p observagdes forem utilizadas no célculo de S,,,
.0s p primeiros residuos amostrais precisario ser obtidos de outro modo que néo diretamente

e S, deixara de ser convexa devido a esses valores inicials.
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' Considcrgn}ps o caso em que o rﬁ{do ténha distribuigio de Laplace (Damsleth é

El-Sbaara;wi, 1989). A proposicao a seguir relaciona aiesti‘maqio L com a estimagio de

“maéxima verossimilhanga condicional aos valores iniciais da série temporal e da série de

4
- rudo.

'Proposikg\io 2.6. Seja 0 processo_déﬁnido em (22) sob as supbsigées 2.1 €22 Supo-

"nha.mos, ainda, que o processo de ruido tenha distribuicao de Laplace (éxponencfal dupla)
é. que estejam disponiveis p va]orés 2, = (z21-p ... zo)' da série teﬁaporal, bem como ¢ .
valores a. = (a1—g -- . ao)' da série de ruido, antcn’o‘resA a0 co.mego:dj.as.ﬁ obsérinéc’ies da
mﬁpstré z, = (z, . z,,)’ . Nestas ébndigées, a estimagao Ll éefé equ}vafente a estim.agii_o

de médxima verossimilhanga condicional aos valores iniciais.

Prova. .

Sejé :

i@ =lewllol@), (@)
comz€Reco >0, a‘ﬁ'mg'z'm dénsid&de de probabilida‘de‘ do'proécsvso de rui'd‘o, onde '
_ meAd(.a,‘) = E(_a,) =0 B A (2.51)
i’ar(a,) = 202.‘ o ‘ o (252) "
O logaritmo da \'c‘.rosS§milhanga condicional a escolha de (2, a,)' ¢ dado por.
| L(B,0) =-n log2 —n logo — S.(B)/o, ; o (2583). ,

onde

Cos@e=Ykel es

- t=1

e r¢(pB) depende de z., de a, e de z,,.'
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Diferenciando-se (2.53) em relagao a o e igua.lando-sé & zero obtemos o estimador

de maxima verossimilhanga condicional de é:
azs.(ﬂ)/ﬁ. : i - |  (2.55)“
Substit.uindo-se'vem (2.53), obtemos | |
L(B)=—n log2~n-—n IOg[S.(ﬂ)/ﬁ]-v~ - , | (256)

. Portanto, rqinimizar a soma em L; dos residuos S..(ﬂ) é equivalente a maximizar »
-0 logaritmo da fungdo de verossimilhanga L(B, o). |

A

Na pratica, vamos usar r((b) no lugar de a,, para (t =1 —g,...,0). Para obter |
esses valores iniciais de r¢(b) podemos adotar dois prdcedimentos:
'a) tomar

rn,(b)=med(\aa);='o; e

" como sugerido por Astrém e Bohlin(1966) para o caso da es‘timégﬁo L, (Osborn, 1976);

- b) tomar

rne(b) = Elre(3) | 2.]

= Efrn(}) | 7", e

'vo‘-nde F™ é a sigma-dlgebra gerada pela amostra z,. Neste caso, os rééfduos amostrais po-
- dem ser calculados pelo procédimento de backforecasting sugerido por Box e Jenkins(1976)
para o caso da estimagéo L. | o |

| | Para um modelo com termos de médias moveis, (2.58) é melhor do que (2.57),
;lembOra'com gasto computacional maior, porque a apfoxi_magéo (2.57) pode ser pobre se :

‘algumas das raizes de (2.8) estiverem préximas da fronteira do espago paramétrico (Box e
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Jenkins, 1976). Um procedimento economico consiste em usar (2.57) nos estégibs iniciais

da estimacio e (2.58) somente no 1ltimo estégio.

Por outro lado, num modelo puramente auto-regressivo é mais interessante usar
(2.57), reservando as primeiras p observagoes como os valores iniciais z, , porque a utilizagao
do procedimento de backforecasting tornaria a fungio objetivo nao convexa e o modelo

“nio linear. E interessante notar que os resultados de consisténcia em auto-regressdes com

variancia infinita obtidos por Kanter e Steiger(1,974) e por Yohai e Mardnha(1977) para o
caso de estimagéo L, bem como os obtidos por ‘Gross S‘tcigjef(1979) e por An e Chen(1982)
pafa o caso de estimagao L, nao valerdo se utilizarmos o procedifnentd de bac]d'orecaSting.

| Finalinentg? embora nao seja neéessé.rio no presente trabalho, convém mencionar
::‘que a proposigao 2.6 pode ser extendida para o caso mais geral (Nyquist, 1987) de estimagao
: L, em que o proce'ssb de ruido tenha distribuigﬁo com fﬁngiio densidade de probabilidade

dada pbr

f(z) = plexp(=|z — pPP[0o?)/[2eT(1/p)]. (2.59)
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2.3. CONSISTENCIA

. Nesta secio mostraremos que © problema da estimagio L, dos parametros de um mo- .
delo ARMA sat:sfaz as suposigoes de Dupacma e Wets(1988) e, portanto, a consisténcia’
do estxmador pode ser demonstrada lmcxaremos mostra.ndo a contmuxdade de algumas

, fungoes.

Lema 2.’( . Suponbamos que o processo definido em (2.2) Seja estaciona';iog inversivel e
‘,.q.ue satisfaga as supésf;ées 2.1 e 2.2. Entéo, fixados w € Q eteT, as _seguint’és funglées.
sio inferiormente semicontinuas em T: »
| a) ry(w,d), dada em (2.36);
b) g(8) = Ire(b)|, dada em (2.42);
= ¢) Sn(b), dada em (2.45);
' d) fu(b), dada em (2.46).

Prova.

: B.ﬁsta méstr#r que essas fungdes §30 contfnuas'em T, uma vez que uma funqiib.é
contmua num ponto se e somente se ela for semlcontmua inferiormente e supenormente
nesse ponto (Royden, 1968, p. 49 jtem b). | .

-Seja b = (c' d') € T e tomemos §' = (u v') tal g que b+6 € T. Como o processo é |

estacxonano e inversiv el, fixado t € T na série de res:duo, temos:
| |r,(b + 5,.. ~ ()l = v|(¢ +u)(B) (d+ ;;)('B)-',lz,,— c(B) d(B})"‘z,l (‘2.60)

e isso val para zero quando §— 0. Porta.nto para cada € > 0 é possxvel encontrar um
umero M tal que A ‘ R , | |
o Ire(d+8) —re(b)| <e o (2.61)
ara todo § tal que |u;] < M, e |vj| < M., (i = 1;2,...,p) e(j=1,2,...,q) e segue-se a

ontinuidade de r¢(w, B).
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A continuidade de gg(s)vsegue-se diretamente da continuidade de r¢(w, d).

A continuidade dévfunqio objetivo segue-se da deei_gualdude triangular e da con-
' tinuidade de ro(b): o ‘ B |

ISw(b+8) - S..(b)l-|Z|n(b+6)|—2|r.(b)u |
<Z|Ir«(b+5)l-lr:(b)l| L ee)

‘A continuidade de fn(b) segue-se dxretamept_e-da contmmdadé de S,(d).

A continuidade quase certa de g¢(b) = |r,(})| em Q ¢é trivial.
O teorema a seguir trata de algumas propriedades da regido de estacionariedade

e inversibilidade.

Teorema 2.8. A reg:ao de estacmna.nedade e mvers:bzbdade de um processo ARMA( P,q)

€ um conjunto hmxtado e aberto.

Prova.
o Inicialmente.! vamos mostrar qﬁe"r é limitado. Se G,T'l,(i = 1;2, ...,Dp), forem as
raizes de ¢(B) =0 e H;'],(j =1,2,...,9), foi-efn'as raizes de 6(B) = 0, entéo,

: P o , '
- ¢(B)=[Ja-GiB) (2:69)

=1

- (B) = H(1 HB) | (2.64)

y=1

A regiao de estacionariedade e inversibilidade é dada por

"'I‘=T(p 9)

—{beR”*" |G|<1e|H|<1(z—1 P e(i=1,...,0))  (265)
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Igualando-se os coeﬁéientes des poténcias de B em (2.63) obtemos

p=itl p=i42

h=1 =541 J--J.-x-H

entao,

‘para (i = 1,2,...,p).

‘Analogamente, obtemos

’max{max, * ),ma.x_, (’)] que contem T. Logo Té limitado.

Mostremos, agora, que YT é aberto. Em (2 66), chamemos

gt(Gls p) Z ZGJ:-‘- i | ‘(‘2~69)

€ €5Crevamos

de onde resulta o sistema de equagdes

6= {6i(Crr: 1 Gy}

,_( 1).'“ Yy . E G",, v N | (2:66)

par.av (= 1,2,;..,p), que é uma soma de (f) parcelas. Comb IG,-,.I <1,(i= 1>,2,...,p),4
|¢,|<ZE ZIG,,- eil<(?), e
Ji N S B R D :
T P

~ Entéo, existe uma bola de dimenszo p + g, com centro na origem e raio igual a

= (-1)‘*’5;(G1,...,G,)7 @)

¢=TG6, o _(2.7,1)  
.¢.= (61 ¢p)'
T={(-1)
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Dados os valores de p- -1 parametros é, estarao deterxmnadas p — 1 raizes em (2 70).

‘Logo, dados ¢3,... , ¢, em T quaisquer, obtemos os correspondentes valores para as raizes

; G2 =g2,...,Gp = gp. Entao, em (2.70),

=2

or)gem contido no intervalo (- P, p)

ao_redor.da origem, contido no intervalo (—g, q)

~ De (2.65) segue-se que

T4(p) é a reuniao dos mtervalos abertos gerados por (2 72) e, portanto, é aberto

Analogamente, To(g) é aberto e segue-se o resultado

A

' Uma: conseqiiéncia imedﬁata do teorema 28¢ que o fecho T do espago paramétrico
€ um conjunto compacto Como B é sempre um ponto interior de T, evitamos qualquer falta

de regu]andade mtrodumda por restngoes com desxgua.ldades (Dupacova, 1987 Oberhofer,
1982) '

xmerswel e que satisfaca as suposigées 21 e 2.2 Entao, a {ungao g,(b) Ir,(b)l dada

m (2.42) é Iocalmente mfenormente .bpsclntzza.na em T

Mﬂ—Kh+Zh. o en

1sto é, dados os demais parametros ¢1 variara num intervalo aberto, mmetnco ao redor da‘

Analogamente, dados 62,...,6,, entdo, 6, variimi num intervalo aberto, simétrico

o) =Tep)xTola) - @1

:onde ‘ , }‘ TR | , ,
T =($ER:GI<Li=100) (@)
r,(q)={aem:‘|y.|21(j=1.‘..,q)} o ‘(2.7”5)‘

ema 2.9. Suponhamos que o processo deﬁni66 em (2.2) seja um processo L, estacio;zério . )
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Prova. e v
Tomemos b € T qug.lqﬁer evJFtal Qué bv+ é G T. Entao,
196(5) ~ ge(b+ 8)| < lgu(B)]
| = g:(b)
< ;:g au(b).

De (2.67) e (2.68),

"”'<() < (7)) 6= ’ "’P;’”) |

fleva )2

(2.76)

2.77)

. onde r = max{r,p} e [r/2] indica o maior inteiro contido em r/2. O mesmo vale para cada

b; + &;. Logo,
| pt+g.
II5II > 16l
i=1

—Zl(b +6) bl
< Z(Ibi+5§|+lbi|)'

<2 (i)
=240y 7y)
| Fazendo

Ko(s) = sp a2+ 9, /2])1-1;

ber

~ temos que
sup g:(b) < Kn(2) II5II
ber

e, portanto,

19¢(8) ~ 9:(b+ 8)| < Ka(2) |6

(2.78)
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A fungio Kp(z) é integravel, uma vez que r¢(d) o ¢, o que, por sua vez, segue-se

de z € L;. Entao, segue-se o resultado.
A

A convergéncia do erro médio em L; dos residuos é mostrada a seguir.

Tebrema 2.10. Suponhamos que o processo definido em (2.2) seja um processo L, esta-
ciondrio e inversivel, e que satisfaca as suposigdes 2.1 e 2.2. Sejam as fungées fn er¢ dadas

por (2.‘46) e (2.42), respectivamente. Entao,

f2®) — En(®)| = f®) ge. (282

Prova.

0O 'e'spago das trajetorias ou fungbes amostrais do processo éstocéstico z ¢ dado
16 espaco infinito-dimensional R™ que consiéte_ em todas as seqiiéncias infinitas de reais
.;-_ (z1,72,. ), sendo By a sigma-algebra de Borel .coi'réspondehte. Consideremos, ini-
jialmente, as séries temporais z(w) dadas em (2.5) e as séries.de residuos r(w) dadas em

2.40), com w G‘Q'f Para .todo-X € B temqs sque
Ay'= {w ; r(w) € X} € A
reiman, 1968, propbsigéo 2.13). Porém como B
(+@) 0 € Ax) € B

gue-se que a transformag@o do processo z para o processo r(b) dada em (2.37) é men-
rével em relagao a Bo.. Logo, o processo de reSi'duobr(b) ¢ estacionario (Breiman, 1968,

oposicio 6.6), sendo facil mostrar que |r(d)| também o é e, portanto, pelo teorema
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ergodxco (Brexman, 1968, p. 118),

f..(b) =n? Z Ir«(b)l — Eur,(b)lmq 2 |
—Elr:(b)lqc o sy

ondeT éa sigma-a'.lgebra dos evento_s in@imtes e a ltima igualdade segue-se do fato de
os processos serem ergédicos. | R |
| » : ‘ . . ' . A
Entdo, em (2.42) e (2.44) temos
E"r(®)] &5 Elry(b)] <0 o @88)
ste resultado é equivalente a integrabilidade uniforme de Ir¢(b)] em P", parab e T, o

ue, por sua vez, significa que, quaisquer que sejam b € T e £ > 0, existe um conjunto

mpacto K, C  tal que

| / O ®P ) <6 (=12,  (2.85)

/ Ir(B)|P(dz0) < e, O (280)
Q\K. S .
Dupacova, 1987, p.5). | o e

A segulr apresenta-se o resultado pr1nc1pal deste capxtu]o Seja (R*®,B.p) o
pago de probabilidade das fungdes amostrais do processo z.. Uma funcao gmbstral ¢
\}a-nos a uma sc?q{iénc'ia.crescent_e {F (., ¢)n= 1’,-‘2,.. .) de s.igma-é]ge'bras cohti_daS em

oo tais que para todo A € A temos P"(A,¢) mensurével em relacdo a - F".
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ciondrio e inversivel, e que satisfaga as suposigoes 2.1 e 2.2. Entio,

1}, mensurével em relagéo a F*, de {argmin E"g,n > 1}.

Prova.
De (2.47) segue-se que argmin E"g C T e argmin Eg C Y. Como conseqiiéncia

do teorema 2.8 podemos tomar D =T C RP#s cbmpacto e tal que

(argmin E"g)ND = argrﬁin Eng#0 . (2..8.8)

sto é, B é o vinico ponto de argmin Eg.

Os lemas 2.7 e 2.9 e o teorema 2.10 completam as suposigses de Dupatova e Wets

ensuravel e segue-se o resultado.

Teorema 2.11. Suponhamos que o processo definido em (2.2) seja um processo L, esta-

Bo—B s

‘quan'dotn — 00, para quase todas () as amostras ( em R®, e para toda selegao {ﬁn,n 2

{B}= (arghiiri E¢)nD = argmin Eg, e - (289)

1988). Logo, o teorema da consisténcia desses autores vale em nosso caso para toda selegao -
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2.4. OBSERVACOES SOBRE A DISTRIBUICAO ASSINTOTICA
- Um resultado genérico de normalidade assintétice das estimativas foi apresentado por

Dupatova e Wets (1988). O fato de em nosso caso as estimativas serem pontos interiores do

~ de estimag@o sem restrigoes. Entretanto, dadas as dificuldades envolvidas na kdemonstra’géo
no caso nao linear (Dupaéové 1987), consideremos Bpenas ixma simpliﬁca§5o do problema.
Como sera vxsto no capxt.ulo 3,na pratlca as estimativas s&o obtxdas iterativamente

num modelo lmeanzado Assun, na j-ésima iteragao obtemos a estimativa
Boj=Bujortbui o ew)

sendo &, ,-A a estimativa obtida no modelo de regressio linear
onde z é um vetor de derivadas dadas por (3.2). Podemos escrever na forma matricial

~ Mesmo nesse caso sxmphﬁcado o resultado de Dupacova (1987) nao-pode ser
aphcado porque a den51dade do resxduo rnt(B) ndo é mdependente da densxdade de X,
uma vez que X éa matnz das dern'adas do resxduo

Outra possxbxhdade a ser considerada € o caso partlcular de normahdade assmtotlca

.6).
Assxm, voltaremos a con51derar a questao da dxstnbmgao assxntot:ca no estudo de

onte Carlo do cap1tulo 4

"espago amostral (teorema 2.8) pérmite que nosso problema seja tratado como um problema

: rnt(ﬁh,j—]) = 3'0’\ bnj +A"mi(ﬁ)a‘ ' o (294) |

r= x ‘6+e _ (2.95)

uando as estimativas L; forem equnalentes as de mamma \er0551m11hanga (proposigao

- xevreawere
s R A TR SO




'CAPITULO 3
'ALGORITMOS

3.1. INTRODUGAO
‘Uma vez e{stﬁdadas» aigumas propriedades do estiiﬁado£ ﬁosso intéresse volta-se para a
obtex'ujic; de algbritmos' eficientes para‘o”cél’culvo da_s‘ estimétivas. O auxhento do uso de
computadores nas ultimas décadas poési,bilitou a difusdo de métodos estati'sticos que en-
volvexﬁ iongas sequéncias dé calculos re'peti»tivos, como € o caso da estimagdo L) em modelos

Gonm e Money(lQSt) apresentararn uma revisio dos algontmos para est:fnagao

L; nao lmear, class1ﬁcando—os em trés categorxas

a)“Aqueles que usam somente mformaz;ao da dern’ada prxmexra Estes metodos
sao do tipo Gauss Newton. O problema néo linear ongmal é reduz:do a uma seqncncxa de
problemas Ly lmeares cada um dos quais pode ser resolvxdo eﬁc:entemente como um pro-

blema de programagao linear usual " Os autores mclmram nesta categona os algontmos de

Osbome e Watson, de Anderson e Osborne, de Anderson-Osbome-Levenberg-Ma.rqua.rdt
de McLean e Watson. '

: b)“Aqneles que usam informagﬁo da derivada gegunda. A ndo diferenciabilidade

a fungéo objetivo € superada transformando-se o problema L; original numa seqﬁéncia
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de problemas de minimizagao sem restrigoes , cade um dos quais requer solugao. Isto ¢

conhecido . como método de fungoes de hena.lidadé de programagao linear”. Os autores

'c)“Aqueles. que linearizam as funcdes do modelo, mas, incorporam aproximacdes

 quadraticas para levar em conta efeitos de curvatura”. Os autores incluiram nesta categoria

o8 a]gbritmos de Murray e Overton e o de Bartels e Conn, bem como o enfoque de Busovaéa.
~ lema seguinte.
Suposicao 3.1. Os residuosrn (b*),d" € T, Sé',b'cqzitinixamente diferencidveis em b".

Lema 3 2. Sob as suposigoes 2 1, 2 2 ed 1 uma cond:gao necessdria para b* € T ser um

minimo local é que existam constantes (mu]txphcadores) v € [—-1 1],t € A tais que
Esign[r,.,(b' )]Vr,.t(b') +) v Vra(d*)=0," (3.1)
t¢A ' - €A

ondé C o o

| A=AP)={t|ra(¥’) =0t € T,}" € T}

é Vr,.g(‘b') é o gradiente de rp; em b°.

A prova consiste numa aplicacio das condigdes de Kuhn-Tucker e segue-se ime-
‘diatamente dos feoremas 1e2de Charalambdus(1979) ou do lema 2.1 de El-Attar et
aln(1979) Ver também Gonin e Money(1987). Note-se que se ry fosse uma fungao linear

em T, entao esta condic@o seria tambem suﬁc1ente |

* incluiram nesta categoria os algoritmos de El-Attar-Vidyasagar-Dutta e de Tishler e Zang,.

. - , . : ’ : ) L . ’ :
Uma condigéo necessaria para um ponto em T ser ponto de minimo é dado no
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.2. ALGORITMOS PARA A ESTIMACAO L; EM MODELOS ARMA
Nesta segio dxscuhmos o uso de a.lguns algoritmos iterativos dxspomvexs para & estimagao |
| Ll dos parametros de um procvesso, ARMA. Em todos estes algorntmos um critério de
- convergéncia a fim de parar as xteragocs tem de ser estabelecido.
| Os residuos podem ser estimados por procedxmentos condncxonms ou, mais eficien-
“temente, pelos procedimentos de badd'orecastmg, como em Box e Jenkins(1976). Como foi
visto no capftulo 2, as estimativas dos parixnétros baseadas nos residuos de backforecasting |
| 580 consxstentes Alem disso, tais residuos satisfazem a suposicao 3.1.
| Sob as suposigoes 2.1 € 2.2, a hneanzaqao aprox:mada do modelo pode ser fexta
" expandindo-se o residuo numa série de 'I‘aylo: a0 redor de seu valor correspondente a algum |
~conjunto d.e valores iniciais d'<>s'par§.xnet'ros.'_ Considereinos os vetores §;, §; e zy;, todos |
de diihénsﬁo p+q, ondé B J contém as estima‘t‘ivasviniciais na j-ésixha iteracdo, § J = B-B;
e Z; contém as derivadas do re‘si'duov;:m relagid abs parametros: |
Tij = afnt(ﬁ)/aﬁ; | I S (32
o =g : S,
,para (i=1,...,p+0q)

Expandmdo o reSIduo ao redor de rne(B;) , temos que
'r,,,_(ﬂ) = rn,(ﬁj) -z (3.3)

Segundo Box e J eni;ins(1976) o céleulo numérico das derivadas pode ser feito direta.rnentev

ou usando | 4 S .
Titj = [rai(B;) — rne(B; + @))/ai, , - (34)

para (i=1,...,p+q) e hma escolha apropriada dea= (0...0¢; 0...0). Logo, §; pode

ser estxmado Ppor regressao de rm(ﬂ ) sobre z,; em (3.3).

Podemos, agora, aphcar alguns algorntmos para estlmagao L; nao lmear a0 NOoSsSO
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3.2.1. Algorltmo de Osborne ¢ Watson

0 algoritmo proposto por Osborne e Watson(197l) é do txpo Gauss Newton (Gomn e

_Money, 1987). Sua adaptagao ao nosso problema nos da na j-ésima iteragao :

- Passo 1 - Calcular § = §; que minimize

ShulB) g @)

t

Passo 2 - Calcular v=1; >0 que minimize

S lrmelBi+a6) (3.6)

Passo 3 - Tomar

‘ve retornar ao passo 1 para z‘i‘ iteragdo seguinte.
| O problema L, linear no passo 1 pode ser resolvxdo, por exemplo, pelo algoritmo
:_de Barrodale e Roberts(1973) No passo 2 calculamos a dn‘eqao a segmr |

Este € um método descendente ou de gradxente (El-Attar et alii, 1979) e, portanto,
,sua convergencxa é Ienta apds umas poucas iteragdes (Marquardt, 1963). Se suas suposigdes

nao forem satisfeitzs na pratica, ele pode néo convergir de modo algum ‘(El-,Attar et alii,

1979).

B;ii1 ?ﬂj_‘*"b’sj S ‘, e (3.7)
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3.2.2. Algontmo de Anderson e Osborne |

O algoritmo proposto por Anderson e Osborne(1977a) é ta.mbém do tipo G&uss-Newton, e

um inétodo descendente ou de gradiente. Em relacao ao "algo‘;it‘mo de Osborne e Watson,

‘80 invés de escolher 4 no passo 2 que minimize >(3.6),yate‘_ determina um « que asségum
‘ convergéncia, embora sem requerer a minimizagao unidimensional. Su;adaptaqéo a0 nbsso
‘problema nos dé o seguinte: | |
| Passo 0 - Escolher o € (0,1)eA >0 mdependente de J (Gomn e Money, 1987
sugerem a=0,lel= 0 0001),

Passo 1 - Na j-ésima iteragao, calcular § = §; que minimize (3.5); sejé S; ésse
minimo; | | | |

Passo 2 - Escolher = -y, como o0 maior numero em {1 a,a?,. } para o qual

Srn@)-Thralbit) e
. L — 1) . .
7[}: Irat(B;)| - SJ] ‘ S
Passo 3 - Tomar (3.7) e ret,ornar ao passo 1 para a iteragao seguinte.
Este algoritbmo parece ser mais rﬁpido que o de Osborne e Watson, isto é, como o

quadrético oposto ao linear (Goni'kn e Money, 1987).
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3.2.3. Algoritmo de El-Attar, Vidyasagar e Dutta

 numa seqiiéncia de problemas de minimizagio sem restrigoes. Ao invés de minimizar

- uma funcao objetivo néo diferencidvel, ele minimiza fungdes de penalidade diferencidveis.
: Mostra-se que a seqﬁéncia de solugbes étimas converge para uma solugao do problema
‘original. Sua abdaptagiio 80 nosso problema nos dé o ;egﬁinte:

Passo 0 - éscolther m'xmero; pequenos a e § (dependendo da precisio desejada), um

nimero pequeno €; > 1 e um niumero L > 1. Os autores recomendam

ou

'e,-(wn) ern:(ﬂl)l, e - (3.10)

t-l

Passo 1- Na j-ésima iteracgao, calcula.r b = B, que minimize
PRSI Y. o
P(be;) =Y {lras®)* +¢;} o (3.11)
t .
Passo 2 - Tomar gj+1 =€;/L; .
Passo 3 - se e,-.{.h]_ < é efou se ||,8j‘— ﬂ;_,‘lll < a; parar. Caso contrério, retornar

ao passo 1 para a préxima 1teragao

Gonm e Money(1987) - sugerem o o método quase-Ne“ ton de Fletcher(1970) para a
mmumzagao no pas<o 1
A medlda que €; aproxima-se de zero, a fungao P(b €) pode ﬁcar nao dxferencnavel

na pratxca, eo algontmo pode converglr lentamente ou nao converglr Para evitar este

roblema, 0s autores melhoraram o algontmo com
"Passo 4 - Se J = 1, tomar ﬁ2 = B; se j>1, acha.r a estlmatwa ﬁJ_H pela técnica
e extrapolago de ancco e McCormick(1966). Entéao, retornar ao passo 1 para a iteragao

guinte.

- El-Attar et alii(1979) propuseram um algoritm6 qué cbnvcrte o problema L, néo lineari

&1 = max|rad(8)I/10, 69
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Nessa técnica de extrﬁpola;io temos que
Bisi= Za.(c,/L’ )y, S (3.12)
©oe=0 .

- onde os vetores b; sao calculados de

=0

ﬂ*—za;e'/z,(k_l DI  (13)

3.2.4. Algoritmo de Tishler e Zang

Tishlere Zang(1982) propuseram um algoritmo que aproxima o problema L, n#o linear por
uma sequéncia de problemas continuamente diferénciéveis, que podem ser resolvidés por
’métodos de gradiente. A fupqiio objetivo néo diferenciével.é subétitufda por uma fungao

uma ou duas vézes continuamente diferencidvel. Sua adaptagao ao nosso problema nos dd

o seguinte:
Passo 0 - Escolher niimeros pequenos ¢; e §>0;

Passo 1 - Na j-ésima iteragao, calcular b = B; que minimize
E :A[Ejvrni(b)]
onde A € a aproximagao uma vez continuamente diferencidvel

—rni(d) se r,,,(b) S —€j

Alejarnf(b)] = ‘r—mi(;l{-)-"ifi . se —€j < rae(d) < €53 | (3.14)
rat(d)  sern(d) 265 o '

u A é a aproximagao duas vézes continuamente diferencidvel

—'Tnt(b) . se rnf(b) <- EJ,
“Alejrne(B)] = -Tnc(b) /8¢ + 3rad(b)’ /4c; + 36_,/8 se —€; < rpe(d) < €5 (3.15)
L ' Tnt , o se rntb > ¢;.

Passo 2- Se |8~ B;_, || < 6, parar. Caso contrério, escolher €;4; < ¢; e retornar

passo 1 para a proxima iteracéo.
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Os autores sugerem ¢; = 0,1. Gonin e Money(1987) sugerem o esquema de El-

- Attar et alii(1979) para o decréscimo de € ,-.‘

A medida que € se aproxima de zero o mesmo"px-'oblema do algoritmo de'El-Attax

: et alii pode ocorrer (Gonin e Money, 1987).

- 8.2.5. Algoritmo de Schlossmacher

nos da o seguinte:
Passo 0 - escolher um nimero pequeno é > 0;
Passo 1 - Calcular b= B, que minimize ¥_,[rae(B))%; =

Passo 2 - Na j-ésima iteragéo, calcular b = B; que minimize

Segw®P, (a0
onde

o serm(Bi)=0 |
u"’—{1/:"":(/9,-_1) caso contrario; S (3.17)

Passo 3- Se |rni(B; )

rnt(Bj-1)] < 6, parar. Caso contrario, retornar a0 passo 2.
Este algoritmo pressupoe a existéncia de outro algor:tmo para a estxmagao de

minimos quadrados ponderados em modelos ARMA no passo 2. Cogger(1979) indica este

programagao linear podem ser usados.

-Schlossmacher(1973) propds um a.lgontmo que aproxuna o problema de estimagao L, por

>uma sequencxa de problemas de estimagéao L2 ponderada. Sua adaptaqao 20 Nosso problema .

algorxtmo como alternativa a programagao lmear quando o modelo contiver parametros .

de médias méveis. Por outro lado, para modelos auto-regresswos puros, os algoritmos de




CAPITULO 4

ESTUDO DE MONTE CARLO

Ihor o coxnportamento da estimativas L; Os objetivos deste estudo 530 trés. anexro,
estudamos o comportamento da funcao ob Jetlvo dentro do espago paramétrico, principal-
mente quanto ao aspecto da nao convexidade. Segundo, procuramos verificar o resultado
de consisténcia das estimativas obtido no teorema 2. 11. Tercelro, procuramos langar al-
uma luz sobre a questao da dlstnbuxgao amostral das estimativas. Flzemos, tambem,

ma comparagao entre as estimativas L; e L, no caso de um modelo de médias méveis.

N I\este capltulo apresentamos um estudo de Monte Carlo a fim de vxsua.hzar me-
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“4.1. PLANEJAMENTO DOS EXPERIMENTOS

“AR(1) e MA(1) foram, eventualmente, tratados conio casos especiais do AR(2) e do MA(2),

foram consideradas: a distribuigao normal padrao, & distribuicao de Laplace com mediana

zero e variancia 2 e a distribuigdo de Cauchy com mediana zero e parametro de escala

igual a um. Séries temporais de tamanho N = 400 observagdes foram geradas. As n
primeiras observagoes de cada série gerada formaram uma sub-amostra de n observagoes,

para n = 25, 50,100, 200 e 400.
4.1.1. Geracao das Séries Temporais
Pﬁmeiramente, va_ria"vgis aleatérias com distribuigﬁo iniiforrhe (0,1) foram geradas.‘ Os

polgr de Marsaglia(1962). Os proéessos de ruido br_aﬁco com distribuiqa'w‘d‘e Laplace e de

Cauchy foram gerados usando o método da tranformagio inversa (Abramowi_tz e Stegun,

té_rii?dral foi gerada diretamente usando (2.3»). Uma amostra de N + 100 'observagées foi

gerada, sendo as 100 primeiras descartadas para evitar o efeito de valores iniciais. .

_Estuc‘l‘unds,trés modelos de déries'.terhporais: AR(2), ARMA(1,1) e MA(2). Os modelos

“onde ¢2 = 0 e 8; = 0, respectivamente. Para cada mddelo, trés distribuiqi')és do rufdo

procéssos de ruido branco com distribui¢do normal padrao foram gerados usando o método B

1972, vp.950').' Dados um conjunto de péréxhetrés _e'um processo de ruido branco, a série
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4.1.2. Primeiro Experimento

Antes mesmo de se obterem os resultudos tedricos do capftulo 2; um primeiro experimento

foi realizado para se saber quio irregular secria o cdmpoftamento da fungao objetivo dentro
da regiao de estacionariedade e inversibilidade. Para cada um dos trés modelos e cada uma

das trés distribuigdes de ruido tomou-se uma amostra sistemética de pares de pontos dis-

tribuidos dentro da respectiva regiao de estacionariedadé e inversibilidade. Desta maneira, .
obtiveram-se pont.os préximds & origem, préximos a froﬁteirg e intermkediérios, num total
de 1020 conjuntos de observagoes. Para cada conjunto de observagdes os residuos foram cal-
culados pélo procedimento de backforecasting, para valores digtribufdos sistematicamente
pela regiao de estacionariedade e‘in\?ersibilidade, 6btendo-se'com‘ eles os erros médios em
L; e em L, e as correspondentes fungoes objetivo. Com tais dados construiram-se curvas

X [ ’ye
de nivel para os erros médios.

4.1.3. Segundo Experimento

Um segundo experimento foi realizado a ﬁm de determinar a partir de que tamanho de
ostra as estimativas poderiam ser consideradas normalmente distribuidas (Dielma.n e
faﬁ'enberger, 1988). Geraram-se 100 réplicas para cada modelo‘ e distribuigdo, num total
e 900 séries. Tomaram-se os modelos MA(2) com pardmetros 6, = 0,4 e 6, = 0,5,
R(2) com parametros ¢; = 0,4 e ¢, = —0,5 e ARMA(1,1) com parametros ¢; = 0,4 e |
=—0,5 . S | |
0s parametros foram estimados pélo alg'oritmo de Schlossmacher(1973). Em cada B
so foi usado o algoritmo de Marquardt(1963), de modo semelhante ao descrito em Box
Jenkins(1976,p.504). Estes algoritmos foram escolhidos apenas pér facilidade de uso, o
A que nao era nosso objetivo comparar a eficicia dos diversos existentes nem elaborar
pr.ograma para éerﬂ cbmercializado. A cada iteragéo dos a]goritfnos os residuos foram A b

culados pelo procedimento de backforecastkng.
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Calcularam-se algumas estatisticas descritivas sobre as estimativas obtidas: mi-

nimo, média aritmética, méximo, mediana, desvio padrao, bem como erro médio L, e erro

e

médio L3, dados por: | | ‘ .
100 3 , |
€pi = Elﬂul v o - (41 ;l

o=

~ para (z =1,2)e (p =1,2), respectwamente B

As distribuigoes: amostrtus constrmdas a partir da.s estimativas foram testadas
- para normalidade usando o teste de L1lllefors(1967), sendo a estatlstlca D de Kolmogorov-

Smirnov calculada pelo algontmo de Gonzalez, Sahm e Franta(1977)

4.2. RESULTADOS E DISCUSSAO

 4.2.1. Curvas de Nivel A R o ’ | B |

Para um estudo gréfico do comportamento da funcao objetivo e do erro médio dentro da

regiao de estacionariedade e inversibilidade, alguns casos do primeiro experimento foram

selecionados (figuras 4.1 a 4.20). Nas demais séries estudadas, para as quais ndo apresen-

tamos figuras, o comportamento é semelhante

O exame do comportamento dos erros médios em L, e L; mostra que o problema
da nao convexidade aparentemente nao é mu:to seno, no sentldo de o nimero de minimos |
locais néo ser grande e de a fungéo objetivo nao ser representada por uma fungéo muito

i cbmpleia, éxistindo, mesmo, alguma regﬁléridadé nas curvas de nivel, particuiarmente ﬁas
- proximidades dos valores verdadeiros. Nos processos ARMA(1,1) estudados nio;se, detec— o
. tou a néo convexidade (figuras 41 a 4.6, 4.19 e 4.20). Existe, entretanto, a possibilidade

| ~ de que ela ocorra fora da regiio de estacionariedade e inversibilidade ou de que o intervalo

v o ~ Y ~ . .
de amostragem utilizado na construgéo das curvas de nivel néo tenha sido suficientemente
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pequeno para detecta-la. Jé nos processos MA(2) a nio convexidade ¢ nitida (ﬁgﬁrns

4.7 » 4.12). Nos exemplos mostrados, com 6, = 0,9 ¢ §;, = —0,5 aparecem minimos

cdnvexidade também aparece, semelhantemente aos prog:essos MA(2‘) analisados (figuras
413 8 4.18). O motivo estéd no uso do procedimento de b#d;{orecasting para oﬁtengﬁo
AOS resi'duos ambstrais Como visto na proposig’éo 25 issé nao devé ocorrer se as duas
pnmexras observagoe‘ forem reservadas para o calcu]o 1mc1a.l dos resxduos Portanto, € na
prat:ca da estimagao computacxonal que pode ocorrer a nao convex1dade em modelos auto-
egressivos. Como € usual, mesmo na estimagéo Lz, o uso'_de backforecastmg na estimagao
nal dos parametros (Box e Jenkins, 1976), resﬁltados como os de Ane Chen(1982), Gross
Stgiger(1979), Hannan e Kanter(1977), Yohai é> Maronna(1977), podem néo se aplicar
‘ estimativas obtidas em modelos auto-regressivos. Entretant;), 0s ’r_esultados mais 'gerails
btidos no’ca.pi'tulo 2 continuam sendo validos.

| 'Na mmor parte dos casos apresentados nﬁs ﬁgﬁras o comportamento das curvas
e mvel L; e L, é muito semelhante. Note-se, entretanto, que a estimagao L2 do processo

RMA(l,l) com dlstrxbmgao de Cauchy é muito inferior & estimagéo L, (figuras 4.5 € 4.6),

o caso L.

©

E importante observar que os modelos ARMA(p,q) com p = g e 6; = ¢; ,

longo da diagonal ¢; = 6, que aparecem nas'ﬁgurés 4.1 2 4.6, 4.19 e 4.20. Se os valores

"x.no no exemplo da figura 4.20.

locais préximos ao wvalor 6, = -1,0. Surpreendentemente, nos processos AR(2) a néo

o sentido de as curvas de menor nivel incluirem o valor verdadeiro no caso L;, mas, néo

=1,... ,p) reduzem-se a z; = a;. Isso explica os valores constantes dos erros médios

rdadeiros dos parametros estiverem sobre essa diagonal, a estimativa podera ser ruim,
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4.2.2. Estimagao | : . L |

As estat{stiqas descritivas (tabelas 4.1 a 4.3 ) mostram que, em todos os casos, & medida
que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas aproximam-se do valor verdadeiro,
pois, a2 média e 8 mediana das estimativas aproximam-se.do valor verdadeiro, enquimto

dxmmuem as medadm de dxspersao, como o desvio padrio, os erros L; e Ly e o intervalo

entre o rmmmo e o maximo. Este resultado reforga [ resultado tedrico de consisténcia,
Mesmo NO Caso de dxstnbulqao de Cauchy em que o processo nio é L; e, portanto nao se
aphca o teorema 2.11. Convem_lembrar que, em sxtuagoes reais onde se dispoe apenas de
uma série, a variancia das estimativas podera, evventualmexvxte, ser obtida pela técnica de
bootstrap. ‘

~ J4 o teste de Lilliefors (tabelasv 44 a 46 ) mostra que nenhum:_dos casos apre-
sentados: evidenciou normalidade das estimativas xﬁesxho paré 400 observai;ées. A pior |
'situagﬁo foi éom a. distribuigéo de Cauchy, como eéjierado Uma explica§50' pa.rcia] 'paid '
esse resultado pobre pode estar no pequeno nimero de réplicas utilizado, o que se deveu j
a0 alto custo da sxmulaqao, Ja que () presente &studo de Monte Carlo é antes 1lustratxvo : |
que obJetxvo final do trabalho.

O exame dos graficos (ﬁguras 4. 21 a 4 38) mostra que:
a) a distribuigao das estimativas tende a ser simétrica com pico f)féximb a mediana

ou & média; | .
b) com poucas excegoes, 0 histograma € mais pontlagudo que & normal correspon-
dente, principalmente quando a dxstnbmgao é de Cauchv (e dcntro deste caso, principal-
ente no modelo auto-regressivo);
| '¢) na maioria dos casos aparecem valores wtranhos (outhers), principalmente R |
uzmdo a dlstnbmgao é de Cauchy. ' ' _ i - C
Assim, boa parte dos graficos assemelha—se ao da figura 1.1 e aos de Mandelbrot - )
1963). Ainda que para conclusoes deﬁmt)vas sejam necessarias s1mulagoes de maior folego, :

presente estudo sugere que inicialmente uma distribuigao estéavel de indice a < 2 poderia
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ser considerada para as estimativas. O exame dos graficos também refbrga o resultado de

‘consisténcia obtido no teorema 2.11.

4.2.3. Eficiéncia Relativa

A eficiéncia relativa da estikma}géo‘ L; em r‘eléé;';o A'Lg"’fo’i éStudada no ‘s'egunao ex- '.
pgrimegto somente para o modelo MA.(2) com 400 obéen;égées. Tomaram-se como estima-
tivzis L, as obtidas na primeira iteragao do algoritmo devS'chlossmacher Comparando-se os
resultados das tabelas 4.1 e 4.7 verificamos que em todos os casos a med:a das estimativas
L, esteve mais préxima do valor verdade:ro que a média das estxmatwas L; Entretanto, a
variancia das estimativas L, foi menor do que a das estimativas L2 no caso do parametro”
02, dxstnbu;gao de Laplace, e do parametro 6, dlstnbulqao norrna] e bem menor no caso
a dxstnbmgao de Cauch}, O que parece indicar que o estunador L; é melhor exatamente‘

OS Casos mms extremos
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TABELA 4.1 - Modelo MA(2), com parkmetros ; = 0,4 ¢ 6 = —0,5, resultados de estimagio L; sobre
100 séries geradas. o ' |

Distribuicio Parametro Taemanho Minimo Média Maximo Mediana Desvio Ero  Erro
do ruido da amostra ‘ -~ padrao L, L,

25 -0,1388 0, 0,7631 0,3653 0,1564 0,1249 0,0278
_ 50 10,0276 0,3461  0,506] 0,3826 10,1029 0,0845 0,0134
6, 100 - 0,1552 0,3537 - 0,4966 0,3731 0755 0,0650 0,0078
200 0,2396 0,37113 - 0,4860 0,3826 0,0578 0,0487 0,004]
Lap] 400 0,2669 0,3786 - 0,4852 0,3863  0,0449 0,0377 0,0025
aplace
25 -0,6512 -0,3664 -0,0350 -0,3828 10,1395 0,1544 0,0371
50 -0,6216 -0,4131 -0,0040 -0,4241 00,1112 0,1059 0,0198 !
62 100 -0,6388 -0,4388 - -0,2786 -0,4457 0,0726 0,0733 0,0090 o
200 -0,5647 -0,4598 -0,3437  -0,4594 0,0552 0,0538 0,0046 |
400 -0,5690 -0,4703 -0,3612 -0.4757 0,0433 0,0401 0.0027 1
25 0,0704 - 0,3478  0,8560 0,3556 0,1278 0,1071 0,0189 ‘
50 0,1697 0,3525  0,5531 0,3634 .- 0,0969 0,0885 0,0116
6, 100 0,2133 0,355 - 0,5159 0,3565 - 0,0670. 0,0658 0,0063
200 10,2512 . 0,3732 0,5034  0,3698 0,0563 0,0509 0,0039
N . 400 10,2746 0,3757 04603  0,3813 0,0371 0,0348 0,0020
orma .
25 -0,6544 -0,3685 ~ 0,1961 -0,4052 0,1693 0,1554 0,0457
50 -0,7252 -0,4301 -0,0038  -0,4498 - 0,1123 0,0991 0,0174
6, 100 -0,6652 -0,4549 -0,1776 ~ -0,4760 0,0952 0,0778 0,0110
) 200 -0,5994 -0,4589 -0,1820 -0,4746 - 0,0686 0,0582 0,0063
400 -0,5815 -0,4729 -0,3208 -0,4787 0,0549 0,0463 0,0037
25 -0,8472 10,3094 1,0286. - 0,3170° 0,2179 0,1625 0,0552
. .50 00167 10,3370 0,8476° 0,3401 0,1164 0,0995 0,0174 ‘
6, . ~ 100 0,1756 0,3644 0,9661  0,3595 0,0978 0,0724 0,0107 1
200 -0,0363 0,3759 05175  0,3864. 0,0615 0,0392 0,0043 3
' 400 0,2623 10,3817 0,4543  0,3908 0,0354 0,0265 0,0016 |
Cauchy : 1
' 25 -1,3224 -0,3806 - 0, -0,3678 0,1626 0,1577 0,0404 |
-0,5661 -0,3979 " -0,1055  -0,4074 0,0896 0,1087 0,0184 i ‘
6, 100 -0,5871 -0,4265 0,0291 -0,4479 0,0867 0,0796 0,0128- 1 ;
200 -0,5781 -0,4650 -0,1859  -0,479]1 - 0,0592 0,0447 0,0047 i
400 -0,5753  -0,4826 -0,3152 -0,4940  0,0391 0,0257 0,0018 1 :
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TABELA 4.2 - Modelo AR(2), com parimetros ¢; = 0,4 ¢ ¢; = 0, 5, resultados de estimagio L, sobre
- 100 oéries geradas. ’

Distribuicao © Parametro Tamanho M{nimq Média  Maximo Mediana Desvio Erro  Erro

do ruido . da amostra padrao Ly Ly
25 ,0046 8.4005 8,7779 4076 1723 0,1380 0,0294
50 ,1195 4128 - 0,6900 4229 , 1182 0,0948 0,0140
¢ 100  0,1942 - 0,4103  0,5582 0,4244 0,0812 0,0672 0,0066 -
- 200 0,2169  0,3967  0,5337 0,3950 - 0,0588 - 0,0460 0,0034
Laol 400 10,2802 0,3884  0,5130 0,3933  0,0461 0,0371 0,0022
. Laplace
25 -0,7967 - -0,5481 -0,0857 -0,5812 0,1423 0,1237 0,022
50 -0,7399  -0,5189 -0,2534 -0,5225 0,1128 0,0923 0,0129
é: 100 -0,7132 -0,5093  -0,2037 -0,5010 0,0865 0,0694 0,0075
200 -0,6210 -0,5090 -0, -0,5087 0,0531 0,04 0,0029

50
'3 100 0,3240 - 0,4024

64
5186 - 0,3978 0,0540 O, 0,0029
4872 0,4036 0,0368 0,0288 0,0013
_ 200 0,3490  0,4029 ~ 0,4551 0,4059 ,0238 00,0191 0,0006
N : 400 0,3622 10,3985 ~ 0,4374  0,3949 0,0166 0,0138 0,0003
orma
25 -0,8565 -0,4990  0,0729 -0,5322 0,2011 0,1623 0,0400
50 -0,8331 -0,5053. 10,0476 -0,5213 10,1539 0,1184 0,0235
¢: 100 -0,7350 -0,5116 -0,2360  -0,5007 0,0944 0,0728 0,0090
200 -0,6298 -0,4957 -0,3141  -0,4993 0,0679 0,0554 0,0046
400 -0,6068 -0,4959 -0, -0,5029 ~ 0,0471 0,0365 0,0022
25 00674 04208 1,9503 0,4006 0,2024 0,1076 0,0410
‘ 50 0,1994  0,4066 0,8238 - 0,3988 0,0800 0,0474 0,0064
é) 100 -0,5254 0,3969 0,5595 0,4002 = 0,1033 0,0372 0,0106
. 200 0,2879 0,4010 0,6320 0,3997 . 0,0370 0,0173 0,0014 -
: 400 10,3143 0,4017 05191  0,4002 10,0211 O, 0,0004
- Cauchy —
: S 25 -1,2040 -0,5050 0,7792 -0,5112 0,1845 0,0914 0,0337 .
50 -0,7066 -0,5052 -0,2169 - -0,5050 0,0770 0,049 0,0059
é2 100 -0,6710 -0,5067 -0,0148 - -0,5033 0,0712 0,0332 0,005]
200 -0,6493 -0,5040 -0,3844 -0,5010 0,0335 0,0174 0,0011
400 -0,6256 -0,5024 -0,3992 -0,5007 0,0235 0,0101 0,0006




Cep. 4 _ _Estedo de Monte Cerle 56

TABELA 4.3 - Modelo ARMA(1,1), com parimetros ¢, = 0,4 ¢ 6, = —0,5, resultados de aﬁml;ib L
sobre 100 séries geradas.

Distribuicdo Parametro  Tamanho Minimo Média Maximo Mediana Desvio Ermo  Emo

do ruido da amostra - padrao Ly Ly
25 - -0,0398 4646 D185 4503 ,2018 00,1652 0,
o0 - 0,0158 44558 8529 4366 ,156 1287 0,0273
é: 100 0,1888 04352  0,6635 0,4262 0,108 0022 0,0129
200 0,2407 0,4234 0,5853 0,4303 0,0715 0,0617 90,0056
Lan] 400 0,2885 10,4134 0,5638 0,4072 0,0489 0,0377 0,0025
aplace
25 -0,8181 -0,3648 00,2476  -0,3563 0,2224 0,2117 0,0672 ‘
50 -0,7092 - -0,3967 -0, -0,3988 - 0,1688 0,1619 0,0389
6, 100 -0,7026 -0,4262 -0,1360 -0,4239  0,1169 0,1116 0,0190
200 -0,7226 -0,4519 -0,2177 -0,4583 00,0827 0,0740 0,009]
400 -0,5859  -0,4656  -0,3048 -0,4748 . 0,0551 0,0482 0,0042
25 0,0700 0,4634 0,9276 = 0,4260 0,2075 0,1715 0,0466.
50 . 0,4621 0,7746 0,4331 0,1626 0,1347 0,0300
é: 100 ~ 0,1463  0,4377 - 0,7046 0,4040 10,1133 0,0841 0,0141
: 200 0,2388 ' 0,4159  0,5828 0,4056 -~ 0,0721 0,0535 0,0054
N | 400 0,2582 0,4167  0,6127 0,4067 ° 0,0566 0,0408 0,0035
Norma :
25 -0,8338 -0,3883 ' 0,0757 -0,3852 0,2141 0,1942 0,0578
50 -0,8786 -0,4091  -0,0739 ~ -0,4377 = 0,1723 0,1524 0,0377
6, 100 -0,7597 - -0,4418 -0,1344 -0,4680 0,1174 0,0940 0,0170
o 200 -0,6604 -0,4706 -0,2921 - -0,4849 0,0731 0,0579 0,0062
400 -0, -0,4748 -0,2715  -0,4871 0,0578 0,0444 0,0039
25 0,0408 0,4629 1,9547  0,4354 0,1747 0,1287 0,0342
50 01223 04384 09371 - 04157 01074 00709 0,0129
é1 100 0,2365. 0,4203 0,6226 0,4067- 0,0592 0,0401 0,0039
| 200 02430 04113 05864 . 04017 00469 00260 00023
" Gauch 400 0,3256° 0,4139 0,5710 0,4017 10,0365 0,018 0,0015. -
auchy ‘ :
25 -0,7078 -0,3987 0,0226 -0,4495 - 0,1611 0,1349 0,0360
50 -0,7084 -0,4328 -0,1061 - -0,4803 0,1184 0,0882 0,0184
6, 100 -0,6948 -0,4594 -0,1237 -0,4895 0,0838 0,0555 0,0086
200 -0,6244 -0,4759 -0,1252 -0,4949  0,0693 0,033% 0,0053
400 -0,6700 -0,4831 - -0,1294 - -0,4959 0,0580 0,0036
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TABELA 4.4 - Modelo MA(2), estatistica D de Kolmogomv-Smxmov, resultados de

| Estudo lc'.Mon_tc‘ Carlo

| eshmu;ao L, sobre 100 séries geradas.

sttnbmqao Parametro
-do ruido

Tamanho da Amostra

25 50 100 200 400
6, 0,770 0,733 0,852 0,716 0,823
Normal ' ,
‘ 6, 1,170 0,863 1,038 0,998 0,795
| A 6, . 0,692 1471 1,180 1,121 0,821
Laplace : :
A 6, 0,740 0,870 0,926 0,721 0,860
6, 1,161 1,372 1,430 1,506 1,451
Cauchy —
6, 1,070 0,826 1,316 1,522 1,435

Valores criticos: 0,103(1%); 0,089(5%); 0,081(10%).

TABELA 4.5 - Modelo AR(2), estatistica D de Kolmogorw¥Srhirnov, resﬁ]tados de

estimagéo L, sobre 100 séries geradas.

vastnbuxgao Parametro
do rmdo .

Tamanho da Amostra

: 25 50 100 200 400
. $ 0,579 0,552 0,852 0,846 1,048
. Normal
&2 1,214 0,759 0,838 0,593 0,693
. h 0,647 0,567 0,873 0,695 0,569
Laplace . S : '
¢2 1,082 0488 0,519 0,426 0,375
' L) 1,802 1,908 2,694 2,769 2,702
Cauchy ‘ , v
I ¢ 2,170 1,964 2,852 2,497 3,324

| Valores criticos: 0,103(1%); 0,089(5%); 0,081(10%).
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 TABELA 4.6 - Modelo ARMA(1,1), estatistica D de Kolmogorov-Smirnov, resultados

.- de estimagao L)sobre 100 séries geradas.

& Distribuicao  Parametro - Tamanho da Amostra
- do ruido , :
‘ 25 50 100 200 400
A ¢; . 0815 0,804 1,575 1,305 1,321
Normal : ‘
6, 0,587 0,759 1,366 1,254 1,275
| é 0,552 0,658 0,661 0,625 0,671
Laplace : ‘
6, 0,688 0,683 0,367 0,592 0,834
¢ 1,455 1,675 1,392 2,185 3,186
Cauchy : :
6, 1495 1,771 1,920 3,093 3,186

Valores criticos: 0,103(1%); 0,089(5%); 0,081(10%).

~ TABELA 4.7 — Modelo MA(2), com parametros 8; = 0,4 e 6, = —0, 5, resultados de

~estimagao L; sobre 100 séries geradas, com 400 Qbs;ervagées cada uma.

~ Distribuigho Pardmetro Média Desvio

doruido = : padrao
6, 04032 10,0424 -
Laplace , —
» ' 6, ©-0,5004  0,0446
‘ 6, - 0,3966 0,0380
Normal ‘
6, -0,4969 0,0479
6 0,3990 0,0493

~ Cauchy
SO 6, -0,4912  0,0820
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FIGURA 4.2 — Curvas de mvel para o erro medno L;, modelo ARMA(] 1) com ¢1 =0, 5 e 01 =0,1,
~distribuigao de Laplace 400 observagoes.

- 59
*
: FIGURA 4.1 — Curvas de nivel para o erro médio L;, modelo ARMA(I l) com ¢1 =0,5¢6,=0,1,
~ distribuigao de Laplace, 400 observagoes , ‘ : .
'
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FIGURA 4.3 — Curvas de nivel para o erro médio L;, modelo ARMA(] l) com¢, =0,5¢86, =0,1,
distribui¢ao normal, 400 observagoes

FIGURA 4.4 — Curvas de nivel para o erro médio. Lz, modelo ARMA(I 1) com ¢1 0,5¢6,=0,1
distribui¢ao normal, 400 observagdes.
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- distribui¢do de Cauchy, 400 observagoes.

FIGURA 4. 5 — Curvas de nwel para o erro médio Ly, modelo ARMA(I 1) com ¢,

0,56 91 =0,1,

- distribuigao de Cauchy, 400 observagdes.

FIGURA 4.6 — Curvas de nivel para o erro médio Lz, modelo ARMA(],]) com ¢y =0,5¢6, =0,1
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FIGURA 4.7 — Curvas de nivel para o erro médio Ly, modelo MA(2) com 6, = 0 Qe 02 = -0 5,
dlstnbulgw de Laplace, 400 observa;oes '

FIGURA 4.8 — Curvas de mvel para o erro médio Lz, modelo MA(2) coméb, =0,9e¢ 02 = =0, 5,'
distribui¢ao de Laplace, 400 observagdes.
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FIGURA 4.9 — Curvas de nivel para o erro médio Ll, modelo MA(Q) com 6; = 0 Qe 02 = -0, 5
- distribuigao normal, 400 observagoes

FIGURA . 4.10 — Curvas de nivel para o erro med:o Lz, modelo MA(?) com 6; = 0, 9 e, =
~ distribui¢ao normal, 400 observagdes.
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. FIGURA 4.11 — Curvas de nivel para o erro médio L;, modelo MA(2) com 01 =0,9¢6, =-0,5, ' ]
distribui¢ao de Cauchy, 400 observagoa ' : '

FIGURA 4 12 — Curvas de nivel para o erro medao Lg, modelo MA(2) com 8, = 0,9 e 6; = -0, 5
- distribuigao de Cauchy, 400 observagdes.
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_ " FIGURA 4 13 — Curvas de nivel para o erro medlo L;, modelo AR(2) com ¢; =0,9e ¢2 = -0,5,
distribuigao de Laplace, 400 observagoes. ,

FIGURA 4.14 — Curva.s de nivel para o erro médio L;, modelo AR(?) com ¢; = 0, 9 e ¢2 = —0,5, h
‘ distribuigao de Laplace, 400 observagoes
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Al

, FIGURA 4.15 — Curvas de nivel para o erro médio Ll, modelo AR(2) com ¢1 =09e ¢z = -0, 5
dnstnbmgao normal, 400 observagdes. :

FIGURA 4.16 — Cunas de nivel para o erro medno Lz, modelo AR(2) com ¢1 = 0 9e¢;=-0,5, '
 distribuiggo normal, 400 observagdes.
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Y

~FIGURA 4. 17 — Curvm de nivel para o erro medlo L, modelo AR(2) com ¢; = 0,9 ¢ ¢2 = -0, 5,
, dlstnbmgao de Cauch), 400 observagdes. |

L)

FIGURA 4.18 — Curvas de mve] para o erro médio Lg, modelo AR(?) com ¢; =0, 9 e ¢2 = —0,5, .
distribuigao de Cauchg, 400 observagoes. »
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FIGURA 4.19 — Curvas de nivel para o erro medlo Ly, modelo ARMA(I l) com $1=05e 01 0,9,
dnstnbmgw de Laplace, 400 observ aqm L :

, FIGURA 4. 20 — Curvas de mvel para o erro medno Ly, modelo ARMA(I 1) com 45; = 0 5eb, =0,5,
: dlstnbmgw de Laplace, 400 observagoes.
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FIGURA 4.21 — Afastamento da normalidade das estimativas do pérémetro

" amostras de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observagdes.

20

¢ = 0,4, moaelo ARMA(I;I), distribui¢do de Laplace, 100 réplicas de séries geradas,
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FIGURA 4.25 — Afastameﬁtd da normalidade das estimativas do parametro

¢ = 0,4, modelo ARMA(1,1), dlstnbulgao de Cauchy, 100 rephcas de séries geradas,
amostras de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observagoes '
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FIGURA 4.26 — Afastamento da normélfdade aas estimativas do parametro -

amostras de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 bbéei'vagées.
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FIGURA 4.30 — Afastamento da‘normalidade' das estimativas do parametro
6; = —0,5, modelo MA(2), distribuicio normal, 100 réplicas de séries geradas, amostras

~ de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observagdes.
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FIGURA 4.31 — Afastaménto da normalidade das estimativas db, parametro
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-'FIGURA 4.33 — Afastamento da normalidade das estimativas do parametro

¢1 = 0,4, modelo AR(2), distribuigéo de Laplace, 100 rephcas de séries geradas, amostras

- de tama- nho 25, 50, 100, 200 e 400 observa;o&s
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-~ ¢3 = 0,4, modelo AR(2), distribuigéo nOnhal, 100 réplicas de séries geradas, amostras de

 tamanho 25, 50, 100, 200 € 400 observagdes.




o guerno i -

1

T A wear egreem v L M

- W e -
T
L .

e

-]

- A

[
-
1 4

Frequenoc i s ;

066 05 046 B3 0% -BE
: : fi2 : ‘

Lf
]

e aqguereo i o

. : - Emk TuEn
ST N R % IR NN § R &

5
L

1

A weer egrAT V> 1 an

S I R A 8.3 -0.25

162 - | fit ' m

FIGURA 4.36 — Afastamento da normalidade das estimativas do pardmetro

¢ = _0,5, modelo AR(2), distribuigao norma.l», 100 réplicas de séries geradas, amostras

" de tama- nho 25, 50, 100, 200 e 400 observagdes.




Cep. 4 . " Estudo de Monte Carlo | : 85

Wi _ “r —
-‘- wr ; Bt : '
0 . ‘
ot WE t ‘ /:Q |
B ;u. .
i g : . \ .
g 18r . , _
: t 18 . : _}_l\
e - = PE: o . ==
0.1 L N 2 L Lo U !
. _ ' : it
& .50
- Bf "t
¢« ] ‘ —
« fir - b0r
R :
' s ' ot
é “® ; [
tal —\E baf
U . /_ \
k. ‘ l_ e, ‘ UL__.:.-/_“;—J — ‘ .
86 <83 ' CRIE T 0.5 8.2 e X VA X/ I X1
fil ‘ . fil
: ‘ : 108 280
oW
.
et
0
_ s r . .
vt S
P B = N
. ‘ : \ :
B _' — Rty r_, ]~ S

B3 BN EX R& w4 eS By
- i 3
4w
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CAPITULO 5
'CONCLUSOES E RECOMENDACOES

(0] presenté estudo mostra que as ati@atim Li 'povdem ser ﬁteis no contexto de
analise de séries temporais geradas por processos ARMA.»V Cbncltxi'mos que:

a)é possivel ;c;nsiderar proceésos ARMA eét.acioniirios e ipirersfveié com variancia |
fi_xﬁnita;i
| b) as estimativas L, sdo equivalentes as de méxima verossimilhanga quando o
rufdo tem distribuicio de Laplace; | |

o c)o proble‘mla' de estimagéo L dos pgtﬁmetros dé um modelo ARMA é eqﬁi.va.lente‘

g um prdblemﬁ de programacao nio linear; o |

d) o usé do procedimento ‘deA badd'orecastiné no célculo dos‘resi'duo‘s a.mostfa.is
torna a func@o o‘bjgtvivo nao convexa; | |
e) as estimativas L; admissiveis sao pontoé 'i'xiteﬁoreé de um éonjuptp compacto;
f) as estimativas L, séo fortemente c§n§istentes;

g) as estimativas L, podem n&o ser normalmente distribtﬁda_s, baseado em resul-

ados de simulagao .

Finalizando, como este estudo néo tem a pretenséo de ser um tratado completo |
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 sobreo assunto, mas, apenas ujna etapa de uma longa eséalada, destacamos a seguir alguns
: “pontos que a nosso ver merecem vir a ser estudados:

2) a distribuigao assintética das estimativas;

b) a estimagéo L, com residuos calculados por outros procediment_os que naioode
- backforecasting; | | | | .
| c)a previsao no confexto' da norma L,, jé que essa é uma das principais finalidades
~ da anadlise de séries temporais; | - |

| d) a identificagéio do modelo no contexto da norma Ly;

~ e) simulagéo com maior m’xmerb dé réplicas, com maior niimero de observagoes e
com outras distribuig&;s do ruido;

f) bcompa.ragiio entife estimadores;

g) comparagao entre algoritmos dé-estimagﬁo 3

h)'extenéi’w dos estudos para modelos sazonais, modelo de fungéo de transferéncia

" e modelo ARMA vetorial.
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