CAPITULO 5

MODELOS SAZONAIS E MODELOS DE FUNGAO DE TRANSFERENCIA

Este capitulo tem duas partes distintas: na primeira, apre
sentam-se os modelos sazonais e na segunda, os de fungao de transferEE
cia. Os modelos sazonais aplicam—se a series periodicas, enquanto . os
modelos de fungao de transferencia sao a base dos modelos de interven

¢ao.

5.1 — MODELOS SAZONAIS

Algumas series temporais apresentam comportamento periddico

ou quase periodico que deve ser considerado no modelo.
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Definigdo 5.1 — Sazonaiidade

Diz-se que uma série temporal apresenta um componente perio
dico de periodo s quando os valores da série mostram semelhangas apbs
s intervalos basicos de tempo. Quando a periodicidade & anual ou ocor
re dentro do espago de tempo de um ano, ela chama-se sazonalidade ou
estacionalidade e diz-se que a serie apresenta efeitos sazonais ou es

tacionais. u

Normalmente, o periodo € de um ano (s = 12 meses ou s = &
trimegtre%). A variagao dentro do ano ocorre por causa de fatores cli
maticos, como temperatura e precipitacac pluviomeétrica, de fatores ins
titucionais, como datas festivas, e outros. Por exemplo, as vendas em
lojas tendem a ser maiores em epocas bem definidas, como no Natal. Ja
nas.séries de produgﬁo agricola, a oferta de cada produto tende a ser
maior duranie a epoca da safra e menor na entressafra.

Pode haver, tambem, periodicidade dentro de cada mes. Por
exemplo, o volume de negocios de um banco apresenta efeitos  sazonais
com periodo de 12 meses, mas, tambem experimenta variagoes dentro de
cada mes, com periodo de 4 semanas, uma vez que os pagamentos de con
tas e de salarios tendem a se concentrar em determinadas datas.

0 comportamento periddico pode ser representado por mistu
ras de senos e cossenos e estimado por uma serie de Fourier, mas, este
procedimento nem sempre leva a bons resultados, conforme BOX & JENKINS
(5). Uma vez que as séries com componentes sazonais 830 homogeneas
nao—estacionarias, elas podem ser representadas também por um modelo

ARIMA, que pode ser multiplicativo ou nao.

Notagdo ~ Como duas observagoes distantes entre si de s  intervalos
de tempo apresentam algumas semelhangas, e interessante considerar um

operador diferenga mais generalizado que o definido anteriormente no i

tem 2.1, Assim, define-se

= — 8 - — .
VS zt = (1 B™) z, zt zt—s
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Seja uma série z_ com efeitos sazonais de periodo s. Supo

t
nha-se, para simplificagao, que s = 12 meses. Entao, e de se esperar
que ocorram: a) relagoes entre as observagoes dos meses de um mesmo a
no (variagao dentro do periodo); e b) rglagaes entre as - observagses

de um mesmo mes em diferentes anos (variagao entre periodos).

Exemplo 5.1 -~ Seja uma serie temporal com observagoes de janeiro de
1975 a dezembro de 1979. O valor de janeiro de 1979 estd relacionado
aos valores dos outros meses de 1979 e tambem esta relacionado aos va

lores de janeiro de 1975, de 1976, de 1977 e de 1978. =

Para representar a relagao entre as observagoes de um mesmo

mes de diferentes anos, pode-se usar um modelo da forma
s b - 8
¢E(B ) VS z, = GQ (B™) O (5.1.1)

onde 5 = 12 meses,

¢P (8%) e @Q (B®) sao polinomios em B® de graus P e(iyrrqg
pectivamente, que satisfazem as condigoes de estacionaridade e inver
tibilidade.

Em grande parte dos casos e razoavel supor que oS parame

tros e © saoc os mesmos para todos os meses,
O termo de erro a, nao e, em geral, ruido branco, podendo

ser representado por
d _ o )
onde a, e ruido branco.

De (5.1.1) e (5.1.2) obtem~se o modelo sazonal multiplicati
vo proposto por BOX & JENKINS (5):
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8§, od D _ s
de(B) ¢P(B y ¢ VS 2, = Bq(B) @Q(B ) a, (5.1.3)

que se diz modelo de ordem (p, d, q) x (P, D, Q).
5.1.2 — Modelo Sazonal N&o-multiplicativo

Para muitas séries o modelo multiplicativo nao & adequado,

sendo preferivel substituir 0(B) 8(8°%) por um operador de wedias mo

veis mais geral 6*(B), e $(B) ®(B) por um operador auto-regressivomais

geral ¢*(B).

Exemplo 6.2 - Seja o operador multiplicativo
0(B) 8(B) = (1 - 8, B) (1 -8, B'?)

e seja o operador nao-multiplicativo
8%(B) =1-6) B -86,B'% -0, 8",

Se 813 diferir muito de 6, ©,, o modelo nao-multiplicativo sera melhor,

== =8 ~ . . . ] -
mas, se 813 81 Gl e 812 1® emtao, o modelo multiplicativo sera

mais parcimonioso. .

5.1.3 — ldentificacdo

Para obter o modelo sazonal diferencia-se a série apropria

damente ate se obter uma série estacionaria:
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A seguir, ajusta-se um modelo ARMA, seguindo-se as fasés de identifi@g
¢a0, estimagao e verificacao. ‘ _ "

A identificagao do modelo & feita pelo exame das autocorre
lagoes, sendo util no cdlculo o fato de que a fungao geradora de auto
covariancias do modelo sazonal multiplicétivo e o produto das fungoes
geradoras das componentes. Assim, se Yy(B) @ a fungao geradora de auto
covariancias de (5.1.2) e F(B?) e a de (5.1.1), entao, a fungﬁp gerado

ra de (5.1.3) e
Y(B) T(8%).

Em BOX & JENKINS (5, p.329) encontram—se tabelas com as ca
racteristicas das autocorrelagSes dos modelos mais comuns, que podem

ser utilizadas na identificagao.
Exemplo 5.3 - 0O modelo

s .
v, (l-GlB BSB)at

tem autocorrelagoes

r

61/(1 + e1 + Gs). k=1

2 2 g =
91 BS/(l + 91 + .98), k=wg-1

-Bs/(l + ei +'s:}; - g = s'

0 » nos outros casos.
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A estimagao dos parametros nos modelos sazonais e feita do
mesmo modo que nos modelos nao-sazonais, vista em 4.2, calculando-se a
soma de quadrados para diversos conjuntos de valores dos parametros e

tomando—-se as estimativas que resultem na menor soma de quadrados.

5.1.56 — Generalizagio do Modelo

0 modelo sazonal (5.1.3) pode ser generalizado no sentidode
conter mais de um componente sazonal e mais de um componentes auto-re

gressivo e de médias moveis:

5.4 o
Moo, (B T 0,87 Vo Vo 2 =
1 ] ]
Sm
=p_+ {E 0, (8) E o ™ a, (5.1.4)

onde Bo ¢ tendéencia deterministica,
¢i(B) sao fatores auto-regressivos,
Bk(B) sao fatores de medias moveis,

s, s :
¢ (B 3 e @m (8™ sao fatores sazomais.
]
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5.2 — MODELOS DE FUNGAO DE TRANSFERENCIA

Em 2.2.5 foram definidos os modelos de fungao de transferén
cia, em que se considera a série temporal como sendo gerada a  partir

de outra série temporal atraves de um filtro linear:

= v(B) X, | (5.2.1)

onde v(B) & a fungao de transferencia do filtro.

0 sistema diz-~se estdqvel quando a série v(B) converge para
[Bl € 1. A condigdo de estabilidade implica que mudangas finitas mna .
série de entrada resultam em mudangas finitas na série de saida.

As vezes, o efeito de uma mudanga na série de entrada nao
se manifesta imediatamente sobre a série de saide, mas, apos b instan

tes de tempo:

z, = v(B) X p o {5.2.2)

0 modelo pode conter, ainda, um ruido independente de xt:

z, = v(B) Xy + no (5.2.3)

Esse ruido nao &, em geral, ruido branco, mas, pode, por sua vez, Ser

representado por um modelo ARIMA,
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PRI I L AL,

Chama-se nivel do estado estavel ao valor da saida para um
valor fixado da entrada. Seja z_(x) o valor para o qual a saida de um
sistema estavel atinge o equilibrio para um nivel x fixado da entrada.
Em geral, a relagzb entre ZQ(x) e x e linear (5), o que permite escre

ver
z_ (%) =g X, R ‘ ' (5.2.4)

onde g & chamado ganho do estado estavel.

Se a entrada for fixada no valor +1, isto &,

X, = xt_1 = ... =1,
entao,
zi: -8
e
=1+
E V. T 8, ’ (5.2.5)
j=0 ]

isto &, para um sistema estavel a soma dos pesos da resposta de impul

S0 converge & e igual ao ganho do sistema. u
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5.2.1 — Representacio do Modelo por Equagdes de Diferengas

Pela filosofia de Box-Jenkins deve-se procurar representar
o modelo com o menor numero possivel de parametros. Assim, . pode-se
mostrar (5, p.340) que, no caso de sistemas dinamicos continuos, o mo
delo em (5.2.1) pode ser representado parcimoniosamente pela seguinte

equagao linear diferencial:

D+ ...+ Hst) x(t-1),
(5.2.6)

(1+3 D+ ...+ERDR) 2(t) = g(1 + H

~1 1

onde D = d H

dt

e, no caso de sistemas dinamicos discretos, pela seguinte equagao 1i

near de diferencgas:
(LB T+ .o+ g V) z =gl T+ o0 V) x o, (5.2.7)
que tambem pode ser escrita em termos do operador B = 1 — V como

r 8
(1 613 Lo GrB) Zt (wo wlB “ase mSB)xt-b

ou

§(B) z, = w(B) Xop - : (5.2.8)

0 modelo, entao, & chamado modelo de fungao de transferen

cia de ordem (r, s). O ganho & dado pela razao

g =—2 1 5., (5.2.9)
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De maneira equivalente pode-se escrever
§(B) z = (B) X, {5.2.10)
. b
com Q(B) = w(B) B,

E facil ver por (5.2.10) que o modelo ARIMA & o caso parti

cular do modelo de fungao de transferencia em que a serie de entrada &

tuido branco.

5.2.2 — CondigGes de Estabilidade

Para o sistema ser estavel, e preciso que a funcao de trans

ferencia v(B) convirja para |Bl < 1, como ja foi visto. Como

w -wlB—...-w B
v(B) = -2 8 , (5.2.11)

r
1-513 sea GrB

. ™ - » - - ~ - -
essa condigao e equivalente a de que as raizes da equagac caractaristi

ca
§(B) = 0

caiam fora do circulo unitario. Esta condigao & analoga a de estacio

naridade vista anteriormente.

Exemplo 5.4 - Seja um modelo de primeira ordem

- w(B)
1 - §1 B
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A equagao caracteristica

1—61B=0

. 1 . Y
tem raiz G, = — , que cai fora do circulo unitario se

1
61

-1<6 <1,

que & a condigao de estabilidade do filtro.

5.2.3 — Correlagiio Cruzada

A seguir caracterizam-se as fungoes de covariancia cruzada

e de correlagao cruzada, que sao utilizadas na identificagao do modelo

de fungao de transferencia.

Definigdo 5.3 — Covaridncia cruzada

Seja um processo estocastico bivariado estacionario (Xt,Zt).

A covariancia cruzada entre x e z no lag k & definida por

]

sz (k) cov [xt, Z ik

I

E[ (x, - w) (2., ~w)] (5.2.12)

e a covariancia cruzada entre z e x no lag k, por
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Y, (k) ]

coviz , x
> SRR & S

t+k.

i

E [(zt - uz) (xt+k - ux)] R (5.2.13)

para k =0, L, 2, ...
e onde L e a media de x e M, € a media de z.

Em geral,
Y, ® Fy, ®,

entretanto,

Y, (K

xz E [(xt - ux) (zt+k - uz)l

= E - .[;(.zt*:k - uz) (xt B ux)]

=y, (K

A funcao de covariancia cruzada & a covariancia cruzada vis

ta como fungao de k. .

Definigio 5.4 — Correlagéo cruzada

De forma semelhante define-se a correlagao cruzada por

E[ (x] —u#) (24 ~ 1)1

pxz(k) -
NETG, - )"l B [(zt+k_- u,) 7l
(k)
=._;I§E_____ s k=0, %1, £2, ... (5.2.14)
U-Gz .



A fungao de correlagao cruzada & a correlagao cruzada vista
como fungao de k.

Em geral,

Py (k) # Pz (-k).

isto €, nao & simetrica ao redor de k = 0.

5.2.3.1 — Estimagiio da fun¢fo de covaridncia cruzada & da fungib de correlagdo cruzada

Sejam (x, zl), (x,, zz); s.(,_(xN,'zN) observagoes de = um

processo bivariado. Uma estimativa da covariancia cruzada no lag k. e

dada per
)
_}_ka (x, - % (z “D . k=0,1, 2, ...
N t=1 t £tk o T ", ,
¢xz () =9 | | | L (5.2.19)
L ka (z. -2 (x_, -, k=0, 1, <2, eery
\' N ¢=1 t t-k ’ ’ _ . ,_,'_ ;

onde x e z sao as médias amostrais das séries de entrada e de saida,
respectivamente, ' ' o

A estimativa da correlagio'cruzﬁdé no Iag:k-s_dada pbr

cxz(k) _ ' ' o
r z(k) =__'—_'—_ ’ k = 0, i 1, t 2' ono" b (5-2-16)
X 8 5 : ' '
X oz
onde s_ = v e, (0) e s =vc (0 T

XX - z zZ
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5.2.3.2 ~ Estimag#o da varidncia da cd'rrélacﬂo cruzada '

Uma expressao aproximada para a variancia da estimativa da
correlagao cruzada e dada por Bartlett (1), citado em BOX & JENKINS
5y - A

n
fa—
1

var [rxz(k)] { oxx(V) ' pzz(v) +

N -k y=—00

+

Pyz (k+v) Pz (k-v) +

+ 02 () [ 02 (v) + -% o2 (v) + ——;— o2, (v 1 -

2pxz_(_k) [ pxx(v) pxy(v'fk) + pxy(-v) pzz(v+k)l}- (5.2.17)

5.2,.4 -~ ldentificagéo

Seja o modelo

N
fl

v{B) X, +n

t b t
_w(B BT (5.2.18)
s@) °©

(') BARTLETT, M.S. Stochastic processes, Cambridge University Press,
Cambridge. 1955.
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1o qual z e x ja foram devidamente diferenciadas.

A identificag3o do modelo segue os seguintes passos: .

a) estimam-se aproximadamente os pesos da resposta de impul

50}

b) usam-se as estimativas dos pesos para identificar as. or

dens r e s e o parametro de atraso b; e

c) com as estimativas ;j e os valores r, s e b obtem-se es

timativas iniciais dos parametros w e 8.
5.2.4.1 — ldentificagfo da fungdo resposta de impulso

0s pesos vj podem ser estimados diretamente a - partir de

e tomando-se as esperangas obtem-

(5.2.18). Multiplicando-se por Xk

se:
Yoo = v ¥ (0 # v,y (1) + .oy k=0, 1,2 ...
(5.2.19)

Se os pesos forem nulos alem de k = K, entao, as primeiras

k + 1 equagoes poderao ser escritas na forma matricial:

YXZ(O) Yxx(O) Yxx(l) - Yxx('K). 1 vy
Y, (P YD) Y, (O . Y (KD vy
:Ykz(K)J ;yxX(K) Yy § -1 ... _Yxk(O) | ka,“

- (5.2.20)
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Substituindo-se as correlagoes cruzadas e as autocorrela
coes por suas estimativas e resolvendo-se as equagoes em ~.?.20) ob

tem-se estimativas para w,. Fntretanto, alem de tais ecri~stivas nao
1

serem, geralmente, eficientes, ainda « .ixfi.i' ~ ° rmiuar o valor k a
partir do qual os pesos sac nni.s e a e~lugy s Ao gistrma e equagaes e
trabalhosa.

A questdo torma  'wm mais simples , undo a entrada @ rul

do branco, o que pode ser crr-oguido pela operacao denominada pré-bran

» 9 P g P P Y akd
quermento, que consiste em transivimar o wodele de ta. modo que a se
rie de entrada seja ruido brance. FEm primeiro lupar identifica-ge e

estima-se um modelo ARIMA para a =~rir de entrada:

- _
¢X(B) Gx (B) X, = A, (5.2.21)

onde 1. e ruido branco. Obtem—se, aqui, a estim~tiva de Ug.

2 1

s = (5.2.22)
N t

a

| ~1Z
b

Aplica-se, a seguir, a mes. ‘*roni.furmagao a série de saida:
¢ (B) ~1(B)z_ = PR (5.2.23)
x- X t t
e a serie de ruido
y 71 = B 5.2.24
¢X(BJ ex (B) LA ( )

Entao, o modelo (5.2.18) pode ser escrito

B, = v(B) o, e . (5.2.25)

t

Multiplicande~se (3.4.25) por at*ﬁ e tomando-se as esperan

¢as, chega-se a

_ 2
YmB(k) = v, Ua ,
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de onde

Y (k) o
v, = ——95—-- = 0,0 () —B . k=0,1, 2, ... (5.2.26)
00'. Ua

Substituindo-se os termos em (5.2.26) por suas estimativas

tem~se uma estimativa para vyl

- S8 '
vy T raB(k) _ (5.2.27)
5

o

que e ineficiente, mas, serve aos propositos de identificacao do mode
lo.

5.2.4.2 — Identificagdode r, s e b

E facil ver que
§(5) v(B) = w(B) B> (5.2.28)

Igualando-se os coeficientes das potencias de B, tem-se:

0, i<h
mu, ] =25
V. = r
. VoS, v . —w. ., b+l € § < b+s
, 1 j-1 j-b
P i=1
!
i
i 2 éi vj-i R j > b+s , (5.2.29)
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isto e, os pesos da resposta de impulso consistem de:
a) b valores nulos Vor Vs eees Vg :

b) s - r + 1 valores v, , V - ue nao  seguem
) ' b1’ ' prs-r 3 &

um padrao fixo (e que nac .orrerm se s < r); e

c) valores vj, com j>b + § - r, que Seguem O padrac  dado
por uma equagao de diferengas de ordem r com r valores iniciais v, .,

" ary vb"'S"]’_‘“’l‘
Com isso, & possivel identificar b, r e s a partir das esti

mativas iniciais Gj'

5.2.4.3 ~ Estimagdo preliminar dos parimetros

Os parametros 61, 62, vees 6r e W, Wyy reey O podem  ser

estimados a partir de (5.2.29), substituindo-se os termos pelos  seus

valores iniciais encontrados.

5.2.4.4 — ldentifica¢cdo do modelo do rufdo

Em (5.2.18) substituem—se os pesos Vj por suas estimativas

iniciais e calcula-se

(5.2.30)

nt = Zc - v{(B) xt—b

ocu
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5.2.5 - Estimagdo

Seja o modelo

wt

w(B) ~
= /= X tu,

= 4-1 :
com n ¢~ (B) o B) a, .

Os valores §t e Et representam desvios em relagao aos valo
res espe. .los. Normalmente usam-se as médias amostrais como estimati
vas dos valores esperados. Se as séries foram diferenciadas tomam-se
0s valores esperados como iguais a zero.

Quando se dispoe de conjuntos X,» 2, e a_ de valores ini

~0 ~

ciais, anteriores a origem das series, pode-se calcular, dadas as ob

servagoes,
8 = e (b, §, w, ¢, 01 X s 2. Eo)’ t=1, 2, ... N,
Com a suposigao de normalidade do ruido branco, uma aproxi
magao das estimativas de maxima vero: “inilhanca dos parametros pode

ser ol!ida minimizando-se a seguinte soma de quadrados condicional:

N
So,(by 8, w, 9, 8) = ] al (b, 8, w, 0,01 x, 2z, a) (5.2.32)

~ LA ~" ~ ~o' 2o’ Zo
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. Dados valores iniciais apropriados os valores de a podem
ser calculados para qualquer conjunto de valores dos parametros. Pri

meiro, calcula-se a salda a partir de

w(B)
8(B)

z'! =
t

K, e
t-b

A seguir obtém-se a série de ruido

[
e, finalmente, o ruido branco

- a1
a, 877 (B) ¢(B) n_.
Na pratica, calcula-se a suma de quadrados para diversos va

lores dos parametros e tomam—se .os valu .. que minimizam tal soma.

5.2.6 — Verificagdo

Apos a estimagao dos parametTos @ preciso verificar se o mo
delo e adequado para descrever 0sS dados. A inadequagﬁo pode aparecer
em dois ponto-~- a) no modelo do ruido; e b) no modelo de funcao de
transferencia. A veriricagao pode ser feita pelo exame dos residuos,
apresentando-se dois testes de qui-quadrado descritos por Pierce (%),

citado por Bux & JENKINS (;p.

() PIERCE, M.A. Disrribution of residual correlations im dynamic /

7

stochastic time séries models. University of Wisconsin, Aug.
T0G8 (Technical Report 173).
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Seja ormodelo

z, = g(a) x, * Y(B) a

que foi incorretamente estimado como
= { + .
z, = v (B) x TO(B) a_ .
Entéu,
-1 _wml
a,= ?0 (B) z, Wo (B) vo(B) X,

PR _ . . -1
= ¢ (B) ( v(B) ;Vo(B)] x, * ?o (B) ¥(B) a, .

0 l.
(5.2.33)
5.2.6.1 - Modelo do ruido inadequado
Se somente o modelo do ruido estd incorreto, isto e, se
“v(B) = vo(B}, entac, (5.2,.33) torna-se .
- B) a . 5.2.34
a, =¥ (B) ws)_ a, B ( )

Observando-se (5. 2. 34) percebe-se que o processo a_. € auto-

. correlacionado e que as correlagoes cruzadas de a,, comx e com o,

ﬁt_sao nulas, isto @, a . € independente de X, e de @ .
Tirando-se us valores iniciais d1spoem-se de m=N=-u= p
valores Jdas estimativas dos residuos at, onde u & o maior entre r e
s + b. Se os pesos Wj podem ser ronsiderados despreziveis para j >K,
entao, pode-se mostrar (5) que a estatistica
- K .
Q=m § ri (K, (5.2.35)
aa : _
k=] :
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onde r-~(k) & a estimativa da fungao de autocorrelacao das estimati
vas dos residuos, tem distribuigdo de qui-quadrado com K - p - q graus
de liberdade. A estatistica dada em (5.2.35) fornece um teste aproxi

mado de adequagao do modelo do ruide.

5.2.6.2 — Modelo de fungéio de transferéncia inadequado

Quando o modelo de funcao de transferencia esta incorreto ,
nao so o ruido a , em (5.2.33) mostra-se autocorrelacionado, como tam
bém suas correlagoes cruzadas com X, o sac nao nulas. Isto aconte
ce mesmo que o modelo do ruido esteja correto, isto e, mesmo que

WO(B) = ¥(B), quando, entao, (5.2.33) torna-se

= y-2 - + . .2.36
a. Y= (B) [v(B) vo(B) 1 X, *a (5.2.36)
De modo analogo ao do caso anterior, pode-se mostrar (5

que a estatistica

K
S=m ) ri. (k), (5.2.37)
k=0 8

onde raE(k) 2 a estimativa da funcdo de correlagao cruzada entre o e
3, tem distrituicao de qui—quadrado com K + 1 - (r + s + 1) graus de
iiberdade. A estatistica dada em (5.2,37) fornece um teste aproximado

de adequagao do modelo de fungao de transferencia.
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5.2.7 — Generalizagdo do Modelo

0 modelo de fungEo de transferencia (5.2.18) pode ser gene

ralizado no sentido de conter: a) mais de um dos fatores w e § na fun

gao de transferencia; b) mais de uma série de entrada; e c)

sazonais. Entao, o modelo torna-se

D.
v 2 Vd z =
S. t
i iz
T w, (B) D
Kk jk . onx
=6 + ) v X. +n_,
o 5 jst-b, t
i g (@) O nx,
jm
m
onde 60 ¢ tendencia deterministica,
%, sao series de entrada,
n e ruido,
t
Diz an-
Vs eV ] sao fatores de dif:¢ nciaggo sazonal,
iz Snx

Os modelos de fungao de transferencia encontiam-se

dos em BOX & JENKINS (5) e em SILVA (32).
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fatores

(5.2.38)

detalha





